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Capítulo 1 — Coordenadas na reta 


Capitulo 2 — Coordenadas cartesianas no plano 


Capítulo 


Coordenadas na reta 


1.1 - SEGMENTO DE RETA 


Dados dois pontos A e B, vamos representar o segmento de reta de 
extremidades A e B por AB (ou por BA). 
E - RSRS: 
AB 
Fig. 1.1 


Se adotarmos um segmento unitário OU, em relação ao qual podemos medir 
o comprimento de oulro segmento qualquer, indicaremos o comprimento do 
—s 
segmento de reta AB por 


med, AB 
Exemplos 
O U A B C D E AB = 
: : med AB =1 
: A A n - medAD=3 
Y rd 1 MTM amo 
U U uy U o med. EC = 2 


O simbolo med. AB pode ser lido: 


“medida do segmento AB” 
ou “comprimento do segmento AB 
ou “módulo do segmento AR 
ou, ainda, “distância entre os pontos A e B”. 


Esta última leitura é usual na Geometria Analítica; para ela também 
usamos o simbolo: 


SAB 
Ássim, nos exemplos acima podemos escrever. 
das = 1 dao = 3 dec =2 


e Segmento nulo — No caso em que os pontos À e B coincidem, o segmento 
AB é chamado segmento nulo; adotaremos: 


—s 
med AB=6,,=0 


1.2 = SEGMENTO ORIENTADO 


Sobre um segmento de reta AB podemos fixar dois sentidos de percurso: 
um de À para Be o outro de B para À 
Quando sobre à segmento AR fixarmos um das senlidaos de percurso, 
construímos um novo objeto matemálica: 0 segmento orientado. 
Se o sentido escolhido for a de À para B, o segmento orientado será 
indicado por 
AB 


aonde o ponto À é chamado de origem da segmento orientado e o ponto E, de 


extremidade do segmento orientado. Por oulro lado, BA indicará O segmento 
orientado de B para A; a origem é B € a extremidade é A Veja a figura 1.2: 


dB As =— ND As E 
AB AR BA 
Fig 1.2 


No caso em que AB & o segmento nulo, para os segmentos orientados AB 
e BÃ não definimos sentido. 


1.3- EIXO 


Numa rela temos dois sentidos. Podemos chamar um deles de positivo é O 
outro de negativo. Chamamos de reta arientada ou eixo uma rela sobre a qual fis 
feila a escolha de qual é o sentido positivo. Nos desenhos, o sentido positivo do 
eixo é indicado por uma flecha. 


Fig. 1.3 (sentido positivo) 


1.4 - MEDIDA ALGÉBRICA DE UM SEGMENTO ORIENTADO 


Consideremos um eixo e e um segmento unitário di através do qual 
podemos medir o comprimento de segmentos contidos no eixo, Dados dois pontos 
distintos A e B, a medida algébrica do segmento orientado AÉ é um número 
real indicado por 


AB 


e dado por +35, OU -5,g. Conforme o sentido de AB concordsr ou discordar do 
sentido de e (fig. 1.4), 


O Â B e 6 A B e 
ie e im | —— ui + 
[Bs 
Fig. 1.4 
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Observações; 1) Se À = B, os segmentos nulos AB e BA têm medida algébrica 
AB=BA=0. 
2) E imediato que, em qualquer siluação dos portos Ae B; 


AB=-BA ou AB+BA-O 


Exemplos 
a) 
O U A B D E a 
A E ONE + e re 
u u u |] 
AB = 2 FD=-3 
b) 
o U A E 
TR - Es É 
E E 
u u [8 
AB=3 AB = BA 
BA = -3 


1.5 — SISTEMA DE COORDENADAS ABSCISSAS 


Consideremos sobre um eixo e um ponto O e um segmento unitário. Dado 
um ponlo P qualquer desse eixo, a abseissa de P é um número real indicado por 


a Õ [5 
x ——— e 
b2d q Xp e 
Fig. 1.5 


etalgue: 
| xp =OP | 


O ponto O será chamado origem das abscissas e a abscissa de O é igual 
a zero. 


Exemplo 
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Para indicar que a abscissa de um ponto P é o número xp, cosluma-se escrever: 


Assim, no exemplo anterior temos: 


1 (3) 
B(3) D(-1) 


Com a definição de abscissa de um ponto. o que fizemas toi estabelecer 
uma correspondência Dyelora entre os números reais e os pontos do eixo: 


a cada ponto do eixo corresponde um Único número real 


e 
à tada número real corresponde um único ponto do eixo 


Essa correspondência é chamada sistema de coordenadas ahseissas ou 
simplesmente sistema de abscissas 

Observe que a abscissa de um ponto P determina por completo à posição 
de P sobre e. O módulo da abscissa dá a distância do ponto P 4 origem O; o sinal 
da abscissa determina em que “lado” da ponto O eslã situado o ponto FP; se a 
abscissa é posiliva, o ponto P está situado a “caminhe” do sentido posilivo com 
respeito a O, se a abscissa é negaliva, o ponto P estã situado a “caminho” do 
sentido negativo com respeito a O; se a abscissa é zero, Pé a origem O. De uma 
forma intuitiva, com relação à figura abaixo: 


6] 
abscissas negativas Pá EN abscissas posilivas 
x95=0 


estão situados “à direita” de O os pontos de abscissas positivas; estão situados “à 
esquerda” de O os ponlos de abscissas negativas 
E possivel, agora, expressar a medida algébrica de um segmento orientado 


AB através das abscissas de sua origem e de sua extremidade: consideremos 
dois pontos A e B de abscissas xa e xa respeclivamente. E fácil perceber (fig. 1.7) 
que: 


- o = s AB - 68 -DA 
A ai DU Seja, 
— o y 
AB=xa-xa | (1.1) 
Fig. 1.7 


Enunciamos assim que: 


A metida algébrica de um segmento orientado é igual à diferença entre a abscissa 


da extremidade e a abscissa da origem do segmento. 


Exemplos 

LE. Aa 
q 1 2 3 4 

d] 1 Ps 3 d 

RE TR A - AB=(3)-(-2)=5 


B =D e os FE-(-2-paj=- 
= 1 Q 1 K 
A E AB =(-3)-(-5)=2 


Lo TO, 2 AB=t-5)-(-3)=-2 


Por outro lado, se quisermos a distância entre os ponlos A e B, basta 
calcular O módulo da medida algébrica do segmento orientado AB (ou BA): 


das = [Xe Xa|=|£a -Xa| (1.2) 


Exercícios Resolvidos 
1.1) Determine a abscissa do ponto P, sabendo que PM=-4 e %y 57. 


Solução 


PM=40xy-Xp =-4 
Como xy = 7, lemos: 7? = xp = —d 
Portanto: xp = 11 


12) Sendo A BeC pontos quaisquer pertencentes a um mesmo eixo, verilique 
que: 
AB+BC+ CA =D (Relação de Chasles) 
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Solução 
AB+BC+CA = (x, -xa)t(Xe-Xp)+ixa —Xp)= 

=X +Xa +Xg—Xg+X- x =0 

1.3) Num eixo temos os pontos A(—-1), B(21je C(-3). Calcule a abscissa do ponta 
P (do mesmo eixo) tal que: 
AP-AB + BP-CP + AC=0 

Solução 
BP AB=(x,-x, kg -Xa)= (xp + INZ+1)= 3x, +3 
BP-CF=ixp-xgxp-xe)= (xp -21xp+3)= 5 +x0-6 
ACexç-xa=-3+1=-2 
Assim: 
AP-AB+BP CP+ AC = 00 (3xp+3)+ (ME + xp -6)+(-2)= 06 
ox+4ax-5=0e5xp=-5 OU x, =1 


1.4) Sejam A(-7) e R(4) poros de um mesmo eixo. Determine a abscissa do 
ponta P do mesmo eixo tal que: 


a) dap =28pp b) d4p < 3a 


Snlução 


Temos: 
[ne = to —xu]= xa +7] 


[Soo =|x0 —Xa]= [xp 4] 


Sendo x y acl e az0 temos: 


x=20x-a ou Xx=-8 


bl=|]=x=y ou x=-y 


Ij<as-gex<a 


xa x>a ou x<-a 


Utilizando as propriedades do módula recordadas no quadro anterior, 
podemos escrever: 


a) Diap = 25gp o |xp +7|)= 2|Xp = 4) co [xp +7|=|2xp — 8 Le 
o xo+7=2x,-B OU Xo+7=-(2x,-8) 0 


— x, = 15 ou Ko = 5 
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b) Sae <Ixg O|X+T|<I 4 -1<x+7<1265 


= -id<xç<o 


Exercícios Propostos 


1.5) Sendo À e B pontos de um mesmo eixo, determine a abscissa de À nos 
Seguintes Casos: 


a) xo=de AB=-1 b) xg=-5 e AB- 


NS | cu 


1.6) Os pontos à(-3), B(2) e C(-1) pertencem a um mesmo eixo. Delermine a 
abscissa do ponto P desse eixo em cada caso: 


a) AP+AC+BP-0 b) AP-PB-6 


17) Sendo Mt-5) e R(3) pontos de um mesmo eixo, determine a abscissa do 
ponta à tal que: 


to | en 


1.8) Se Ala) e Bib) são pontos de um eixo e, para os quais: 
AB =Mme BA, 
estude, segundo os valores dem, me . as posições relativas de A e B. 
1.9) Dados n pontos, n > 2, de um eixo e: P4, Ps, ..., Pa, de abscissas xa, Xa, .... 


Xn, FeESpectivamente, determine a abscissa x de um ponto P do mesmo eixo 
tal que: 


as 
> PP=a as , dado. 
+=1 


1.6 - PONTO MÉDIO 


Consideremos em um eixo um segmento AR cujo ponto médio é M. 
Supondo conhecidas as abscissas de Ae B, vamos calcular a abscissa de M. 


A M Bo. E M A 


Em qualquer caso teremos AM = MB. 


Porêm: 
AM =MB<> xy-X, =X —Xy O 2X 2X +Xg 


Ra TA 


Portanto: 


1? 


Exemplo 


O ponto médio (M) do segmento AB da figura abaixo, tem absaissa dada 
por: 


Exercicios Resolvidos 


1.10) Sendo R(-5) e s(5 | pontos de um mesmo eixo, determine a abscissa 
do ponto mégio do cao sa. 
Solução 


Sendo M o ponto médio de SR temos: 


R M 
+| — 3 x 
e 4 1 “4 i 


copen 


—s 
114% As abscissas das extremidades do segmento £ DE são as ralzes da equação 


EX - 6x-5=0 SendoM a ponto média de DÊ, determine a abscissa de M. 
Solução 

4º modo 

Vamos resolver a equação Bxº - Ex - 5 = 0: 


A=(-62)-4(8)(-5) = 196 


JA =14 
6414 
16 
SB 1 
XE- XX T-— 
4 2 


D M E 
ui Xm 2 
2 4 


18 


Xo +Xe atas 
id 2 2 28 
2º modo 
Como sabemos, dada a equação 
aé +bx+c=0 
onde a, be c são reais (com a = 0), a soma das raizes é dada por: 
q " -b 
xa x" =— 
a 
Os números xp € xe são as raizes de 8x —- 6x - 5=0. 
Portanto: x, +Xe = ai = E = É 
8 B 4 
3 
Assim: xy = *DÍZe - dice 
2 2 8 


Observação: É ábvio que, resolvendo o problema por este 2º moda, 
devemos antes verificar se as raizes da equação proposta são reais. Para 
tanto, calculamos o discriminante (A) e desde que A > 0, podemas garantir 
que as raizes são reais. No caso A = O as raizes seriam iguais e o segmento 

seria o segmento nulo (os pontos D e E seriam coincidentes) e neste 


caso teríamos: 
XM = XD = XE 


1.12) Os pontos A(-5) e B(2) pertencem a um mesmo eixo. Determine a abscissa 
do ponto simétrico de A em relação a B. 


Solução 

A B Bs 

-5 2 x 
Dados os pontos À e B, o simétrico de A em relação a B é o ponto A 
pertencente à reta que passa por Ã e B, tal que: 


AB=BA' 


A 
B 


Seja A'(x) o simétrico de A em relação a B. Neste caso o ponto B é o ponto 
.. 
médio do segmento AA e portanto: 
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xo = AA a di 3 - (5) +x 


2 


Resolvendo a equação obtemos x = 9. 


Exercicios Propostos 


E E 
ê 4 


1.13) Determine a abscissa do ponta médio do segmento BB, tal que a[ 


(8) 


1.14) As abscissas das extremidades do segmento R$ são as raizes da equação 
x - Sàx- E =D. 
Sendo M o ponto médio do segmento R$, determine a abscissa de M. 


15) Se Me N são pontos médios dos segmentos ÁB e ED, ambos contidos num 
eixo de abscissas, prove que: 


AT.BD AD«BE 
E, 2 


MAN = 


145) O ponto M(-5) É O ponto médio do segmento DÊ. Sabendo que a 


abscissa de D é > calcule a abscissa de E. 


1.17) Num sislema de coordenadas abscissas temos es pantos 0(5) e E(?). 


Determine a abscissa do simétrico de F em relação a D. 


1.7 - RAZÃO DE SEÇÃO 


Em um eixo e consideremos um segmento orientado AB (não nulg). 
Consideremos sobre o mesmo eixo um ponto 8 tal que 5 = B Dizemos que: 


O ponto 8 divide o segmento orientado AB na razão de seção r dada por: 


E 
SB 
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Exemplos 


a) 


b) 


c) 


d) 


B 3 Á 
td 
01234 5 6 
Ó ponta 5 divide o segmenlo grientada AB na razão de seção rtal que: 
AB. cã. 


f==e 


(dE: 
A BB 
D4 24 4 6 B 


O ponta S divide o segmento arientado AR na razão de seção r tal que: 


(Repare que o ponlo divisor pede estar “tora” do segmento grientado) 


TN MM 
—+ as ++ — —+—— 
2410123 


O ponto T divide o segmento orientado MN na razão de seção r tal que 


A=S B 
01224 


O ponto S divide o segmenla orientado AB na razão de seção rtal que: 


Mm 
dal 


= —= 


Considaremos novamente o segmento orientado AB (não nulo) e um ponto 


S que divide AB na razão r= ac Devemos observar que: 
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190 ponto S não pode coincidir com a extremidade do segmento orientado 
(5 = B) pois isso faria com que o denominador SA fosse igual à Zero. 


2 O ponto S pode coincidir com a origem do segmento orientado (5 = A) e 
nesle caso leremos: 


(Veja o exemplo e, acima.) 

3º) Se o ponto S for interno ao 
segmento orientado AB, teremos ÀS e 
SE com o mesmo sentido e poranio 


x 
LE 
pra 


| 


sena ress 


= às : SB 
= AS >8 r>0 
SR 
4) Se o ponto & for exterior ao A B 5 
segmento onentado AB, teremos ASe ; ; as 
SB com sentidas opostos e portanto: - ; sa 
Fa 
= AS <0 dias 
SB 
5º) Se S for ponto médio de AB, á E 
teremos AS =SB e portanto: + o 
AS 
r = 0" = 
SB 


6º) O valor de r não depende da arientação do eixo nem da unidade de 
medida adotada. 
7º") Supondo S 4 E temos: 


AS Ka — Xa 
[=== oSonmg-mMX=xg-x, e (+rixg=Xa+xg 
SB Xg— 


Admitindo 1 + rx O temos: 


8º) A dedução da fórmula anlerior nos sugere que 1 +r=0, isto é, r=—1. De 
fato, se tivéssemos r=—1: 
AS Xe = X 
=> o 1=E “Ls y =x oA-E 


Vemos então que para = -=1 0 segmento AB seria nulo à que contraria à 
definição. Assim, a razão de seção r pode ser um número real qualquer 
diferente de —1. 

9º) Alguns autores representam r pela notação 


(ABS) 


isto é: 


(ABS) = ÀS 
SB 
Assim, por exemplo. lemos 
(MNT) = ni 
TN 
(rm) - EM 
MS 


Exercicios Resolvidos 


1.18) Dados os pantos a(-5). (5) e R(4), determine a razão de seção em 


que o ponlo R divide: 
a) à segmento orientado AB 
bj o segmento orientado BA 


Solução 


N 2 
Pina SE q O gado 
E de a. 
á 


119) Dados M(-5) e N(4). determine a abscissa do ponta R que divide o 
segmento ofientado NM na razão F= 4 
Solução 


4º modo 
De acordo com a definição temos: 


NR 
r=-—— e portanto: 
M 
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1.20) 


Ae 
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Resolvendo esta equação obtemos: 
Xp = 22 
2º mada 
Podemos usar diretamente a equação 1,4; 
Sá gui 2 4-5) 
Xp = E E o SE Ca DO 


l+r 1+(-5) 
3, 


Senda Mi-2) e N(6) determine as abscissas dos pontos que dividem à 
es 
segmento MN em três pares de mesmo comprimento. 


Solução: 
Sejam A e B os pontos pro- o dh ts 
curados. E] 6 


a MA 1 
O pônto À divide o segmento orienlado MN na razao N = Fi = 2: Portanto, 


de acardo com a fórmula temos: 


-2+[ 
Xu + 6X o 


EE t+r, a! 


Q ponto B divide o segmento orientado MN na razao = = = 2. Portanto: 


= Mia ty 2 + [At B) , 10 
1+1, I+2 3 


x 


O ponto É também pode ser abtido observando-se que ele é o ponto médio 
de AN. Assim: 


Cê 
MATANDO .1Q 
BR o GO O pa = 


Dados À(-4) e s(5| determine até que ponto o segmento orientado AR deve 


ser prolongado no mesmo sentido de ÁB de modo que seu comprimento 
fique quadruplicado. 


Solução 
4jºmodo 


Seja S o ponto procurado. 


a a a a 
A: Lp ADOL — Am —— 5 


3 


De acordo com o que pede o prablema, devemos ter: 


AS = 4AB 
isto é; 
xs —Xa =4(Xa -X4) 
Substituindo os valores conhecidos obtemos a equação 
xs-(-4)= JE 9] 
que, resolvida, nos fornece: 
Xg = 22 


2º mado 


A vm E AS 
O ponto 3 divide o segmento orientado AR na razão = =>" =—— = -— 
sB -la 3 
Portanto, de acordo com a fôrmnula temos; 


dp o] 


Xy + IX 3h2 
Xe = E Bus: l A !-39 
er 4 
1+| -— 


122) O segmento orientado AB & dividido em três partes de comprimentos iguais 
pelos pontos C(-2) e D(5). Determine as abstissas de Ae B. 


Solução 


Ô ponto € é ponto médio do segmento AD e portanto: 
E 


Xe = ad e —xa=- 
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= : 
O ponto D é ponto média do segmento CB e assim: 


PR led PN dg RD |, 
2 2 


Exercicios Propostos 


1.23) 


1,24) 


25) 


1.26) 


1.27) 


1.28) 


1.29) 


1.30) 
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Sendo R(Sls[-5) g T(4), determine a razão de seção em que o ponto T 
vos À D/ 


divide o segmento orientado Rá. 


Dadas v(5) e Ri- 4) determine a abscissa do ponto que divide a 


= Ee SD, 
segmento orientado MR na caido 


Dados A(12) e B(- 4) determine as abstissas dos pontos que dividem 6 


—s 
segmento AB em 4 partes de mesmo comprimento. 


Sendo o(5): (-5). ate que ponto deve ser prolongado a segmento 


orientado DÊ (no mesmo sentido de DE ) para que seu comprimento fique 
triplicado? 


O segmento crientado ABé dividido em 4 partes de comprimento iguais, 


RE cê 
pelos pontos C [5] 5) [= (5) Delermine as abscissas de A ek. 


Sendo A(4), B(7) e C[12) determine a abscissa do ponto D que divide os 
segmentos orientados AB e BC na mesma razão. 


Divisão harmônica — Dados os pontos À, B, Ce D, distintos dois a dois, 
de um eixo e diz-se que Ce D são conjugados harmônicos com relação 
aBeBse: 


(ABC) = — (ABD) 


Dados A(a), Bib) e C(c) a É b, determine o ponto Dix) tal que E e D são 
conjugados harmônicos em relação a A e B. 


Os quatro pontos A(c), B(5), Cly) e Di), distintos dois a dois, são tais que & 
e À são as raizes da equação: 


ax +2hx+b=0 


Eye são as raizes da equação: 

ax +2nx+b'=D 
Mostre que se ab'+ a'b = 2hh', então C e D são conjugados harmônicos em 
relação a Ae B 
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Capitulo | | 


2 Coordenadas cartesianas 
no plano 


2.1 —- COORDENADAS CARTESIANAS ORTOGONAIS 


Em um plano «, consideremos dois eixos 
perpendiculares x e y, cuja origem é a interseção 
O, e que tenham a mesma unidade de medida. 
Sobre cada um desses eixos está estabelecido um 
sistema de coordenadas abscissas. A localização 
de um ponto P qualguer do plano a pode ser feita 
através da associação do ponto a dois números 
reais obtidos pelo seguinte processo: conduzimos 
por P retas paralelas aos eixos; uma delas 


encontra o eixo x no ponto P, de abscissa x,, e a 
outra encontra o eixo y no ponto P, de abscissa 


yp (figura 2.1). Os números x, e y, chamam-se 


coordenadas cartesianas ortogonais de P e 
diremos que: Fig. 21 


x, é a abscissa de P 
y, é a ordenada de P 
As coordenadas do ponto P são representadas na forma de um par 


ordenado, onde x, é a primeira componente e y, & a segunda componente: 


(xp. Yp) 


Para indicar as coordenadas cartesianas ortogonais de um ponto P 
escrevemos: 


[Píxo: Xp)| 


Desse modo estabelecemos uma correspondência bijetora entre os 
pontos do plana e os pares ordenados de números reais: 


À cada ponto do plano corresponde um único par ordenado de números reais 


e 
A cada par ordenado de números reais corresponde um único ponto do plano 
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A essa correspondência damos a nome de sistema de coordenadas 
cartesianas ortogonais. 

O fato de existir essa correspondência justifica que façamos a identificação 
do ponta com o par ordenado: no lugar de dizermas “o ponto cujas coordena- 


das cartesianas arlogonais são x,e y, podemos dizer simplesmente “o ponto 


(xa Yo)” 

Observação À palavra “carlesiano” refere-se ao nome do criador da Geometria 
Analítica, Renê Descartes, o qual assinava as obras escrevendo seu 
nome em latim. Carestus. À palavra “ortogonal" é utilizada aqui pelo 
fato de os dois. eixos formarem ângulo reto 


A figura 22 moslta alguns pontos da plano com suas respectivas 
coordenadas carlesianas ortogonais: 


Al2: d) 
B(=1,3) 
Ci-2, —2) 
Did, -2) 
MAGO, 1) 
N(0,—) 
Oto; 0) 
Q(-3.0) 
R(3; 0) 


Fw 22 


É importanle observar que 05 pontos que pertencem ao eixo x possuem 
ordenada y = O (é o caso dos pontos R, Q e O), enquanto os pontos que 
pertencem do eixo y possuem abseissa x = O (é o caso dos pontos M, Ne O) 


Então, podemos escrever: 
Pe x es Px; 0) 
Peyo PO ya) 


O eixo x é chamado eixo das abscissas e é costume representá-io 
também por Ox O eixo y é chamado eixo das ordenadas e é costume 
representá-lo também por Oy. 

Ox e Oy são chamados eixos coordenados, e o sistema de coordenadas 
cartesianas pode ser representado por Oxy. 

A expressão “plano cartesiano” refere-se a um plano sobre a qual Toi 
estabelecido um sistema de coordenadas cartlesianas. 


2.2 - COORDENADAS CARTESIANAS NÃO-ORTOGONAIS 


Ão longo deste livro usaremos apenas o sistema de coordenadas cartesianas 
artogonais: porém, convém mencionar outros sistemas de coordenadas. 


do 


Ao estabelecermos um sistema de coordenadas 
cartesianas, os eixos podem formar um angulo O 
(0 < 0 < 180º, 0 = 90º). Para determinarmos as 
coordenadas cartesianas de um ponto P qualquer 
do plano traçamos, por P, paralelas aos eixos, 
obtendo a abscissa x, e a ordenada y, (ver 


figura 2.3). 


Fig. 2.3 


A figura 2.4 representa alguns pontos em um sistema de coordenadas 
cartesianas não-ortogonais. 


fy 
y A(2: 1) 
4 PRE >A B(3:; —1) 
2 1 ND C(-2:-1) 
/ o 1 2" 43 x D(1.0) 
É is nad Danse] o(o:; 0) 
Ki Fig 2.4 


Quando os eixos são perpendiculares, costuma-se dizer também que lemos 
um sistema de coordenadas retangulares. 


2.3 - COORDENADAS POLARES 


Fica estabelecido um sistema de coordenadas 
polares em um plano a, quando so escolhidos 
nesse plano: 


1º) um ponto O que se chama pólo, 
2º) um semi-eixo Ox, que é o eixo polar. 


Dado um ponto P, distinto de O, conduzamos a 


reta OP . Escolhendo uma unidade de medida, 
podemos calcular a distância do ponto P ao 
pólo O, indicamos essa distância com p Fig. 2.5 


Seja 6 a medida em radianos do ângulo formado por Ox e pelo segmenta 
orientado ÓP , medindo-se 0 sempre no sentido anti-horário. 

Os números p e O são as coordenadas polares do ponto P. Costuma-se 
dizer que o pólo O tem p = 0 e O indeterminado. 

Assim, com exceção do ponto O, a cada ponto do plano a corresponde um 
único par ordenado (p: 0). 
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Exemplos 
a) 


Portanto, percebemos que há vários modos de se estabelecer um sistema 
de coordenadas em um plano. No entanto, conforme já dissemos, neste livro 
usaremos apenas o sistema cartesiano ortogonal. Assim sendo, daqui por 
diante, por uma questão de simplicidade, no lugar de dizermos “coordenadas 
cartesianas ortogonais”, diremos apenas “coordenadas”. 


2.4 — QUADRANTES E BISSETRIZES 


Os dois eixos do sistema cartesiano dividem o plano em y 

quatro regiões, chamadas quadrantes, numeradas 

conforme se vê na figura 2.6. Convenciona-se que os | U 
pontos situados sobre os eixos não pertencem a 

nenhum dos quadrantes. É fácil ver que cada quadrante x 
está relacionado com os sinais das coordenadas; Im IV 
dado um ponto P(x, y) do plano, temos: 


Fig. 2.6 


x>0ey>0 « Pestáno 1º quadrante 


x<0ey>0 «o Pestá no 2º quadrante 
x<0ey<0 o Pestáno 3º quadrante 
x>0ey<0 o P está no 4º quadrante (*) 


Resumo 
1º quadrante (+; 
2º quadrante (-; 


3º quadrante (—; 
4º quadrante (+, 
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() Alguns autores adotam uma convenção diferente da nossa ao definir 
quadrantes. Para esses autores vale. 

ey > O Pestáno 1º quadrante 

ey O P está no 2º quadrante 

ey < 

ey s O Pestáno 4º quadrante 


mv 


O P está no 3º quadrante 


XX x 
MA A 
oooo 


isto é, os pontos dos eixos também fazem parte dos quadrantes. 


Há um certo interesse em chamar a atenção para as bissetrizes dos 
quadrantes. 


Na figura 27 a reta r é chamada 
bissetriz dos quadrantes impa- 


res Cada ponto P(x,.y,) dessa 


reta apresenta a propriedade de ter 
abscissa igual à ordenada, isto é, 
Xp=Yp Por exemplo, os pontos: 


A(1; 1) 
B(2; 2) 
C(3; 3) 
O(O; 0) 
D(=1;-1) 
E(-2: -2) 
F(-3,-3) 


Na figura 2.8, a reta s é chamada 
bissetriz dos quadrantes pares. Se 
P(x,:Yp) é um ponto qualquer dessa 


reta, temos x, =-y, Por exemplo, os 


p 
pontos: 


A(=1,=1) 
B(-2; —2) 
O(o; 0) 
C(t=) 
D(2::<2) 


Exercícios Resolvidos 


2.1) Determine k para que o ponto B(k-1;2k + 1) pertença ao 2º quadrante. 
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2,2) 


2.3) 


ad 


Solução 


Para que o ponto B pertença ao 2º quadrante deve-se ter x;<0 e yp 20 
Ie -1<0 
|2k +1>0 
1 - 
A 1º inequação dá-nos -1 « k « 1 eaZº inequação, k > “3º dai, a 


inigrseção das duas condições dá-nos a resposla: 


<k<l 


PO | —a 


Sabe-se que O ponto A(3k — 1; 2 — k 3 pertence à bissetriz dos quadrantes 
pares de um plano cartesiano. Determine o valor de k 


Solução 

Conforme vimos, se um ponta A(x, y) pertence à bisselriz dos quadrantes 
pares, devemos ter x = — y. Assim, para que A(9k — 1, 2 — k) pertença à 
bisselriz dos quadrantes pares; 


3k-1=2-%) 


Resolvendo esla equação, oblemos k = - 


Po | a 


Represente no plano os pontos Pfx; y) tais que: 
aix=3 bjy=-=2 


Solução 


a) Observe que desejamos lodos os 


y r 
pontos da forma P(3: y). de abscissa 3 
para qualquer valor da ordenada y, Os E 
pontos estão sobre a rela r, vertical, ER i 


indicada na figura: 


bj Os pontos desejados são da for- + 
ma Pix -2), de ordenada -2 pa- 
ra qualquer valgr da abscissa x, 05 gp ————s+ 
ponlos eslão sobre a rela 5, A 
horizontal, indicada na figura. 


2 d) 


Represente no plano os pontos (x; y) tais que: 


aji Ex £a 
blt<x<3 


Solução 


a) Como o problema, a exemplo do que 


c) 


d) 


ocorreu no idem a do exercicio ante- 
ror, dá-nos apenas a condição pa- 
ra as abscissas dos pontos (15xs3), 
consideramos a ordenada y como qual- 
quer número real Portanto, os pon- 
tos (x, y) que satisfazem a condição 1 £ x 
% 3 eslão na faixa (infinita) indicada em 
cinza no desenho ao lado, incluindo as 
etasrix=] es(x= 3). 


Os pontos (x,y) que satisfazem a con- 
dição tl<x<a estão na faixa (infinita) 
indicada ao lado: porém neste casú, x não 
pode ser igual à 1 nem a 3 0 que é 
indicado “iracejando" as retas res, IStO €, 
as relas re s não fazem pare da região 
procurada. 


Queremos nesle caso os pontos fx: y) 
que satisfazem a condição 2cy<xa4a, 
isto é, não é eita menção a x. 
Supõe-se então que x pode ser 
qualquer número real, a exemplo do 
tem D do exercicio 2.3. Temos, então, a 
faixa (infinita), Incluindo as retas r(y = 4) 
es iy = 2) da figura ao lado. 


Para satisfazer à condição 2<y <4,y 
não pode ser igual a 2 nem a à, oque é 
indicado lracejando as relas Fe s. 


c2sy sd 
d2sy<4 
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2.5) 


2.6) 
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Represente no plano, Os pontos (x: y) tais que. 


aj2sxs5ey=-3 b)2=<x<5ey-3 
Solução 
a) i Os pontos que satisfazem 


a condição dada, estão sobrê O 
segmento AB marcado em cinza no 
desenho 


b) Nesle caso queremos 2 <x = 
5. isto & x não pode ser igual a 2 
nem a & Q que é indicado colocan= 
dao nas exlremidades do segmento 
AB, “pequenas circunferências” Islo 
Significa que as exlremudades À e B 


não salisfazem a condição dada 


Represenle no plano os pontos (x: y) tais que: 
alexzõelsys4 
bjisxsIeZ<y<d 
c)ic<x<dez<y<dá 
djisxs3ezgay<a 


Solução 


3 


F=<" 
1 
H 
E] 
: 
| 
t 


ms am 


..- 
' 
: 
F] 
+) 
i 
1 
r 
) 
. 
á 

seses i 
1 
H 
H 
1 
1 
H 
, 
, 
H 
. 
D 


Repare que no caso e, como todos os segmentos são ponlilhados, nao há 


necessidade de recorrer ás “pequenas circunferências”. 


Exercicios Propostos 


Rol) 


2.8) 


2.9) 


Assinale no gráfico abaixo os pontos cujas coordenadas cartesianas são 


dadas à seguir, 


MU; 1) J-3; —3) 
B(2; 3) K(2; 4) 
Cia, 2) L(3,-1) 
D(=1; 3) M(Z; 2) 
Ei-2. 2) NÇ3: 0) 
F(-3. 4) P(O; 2) 


S(-4; 4) Qt-4; 0) 
Ht-3; —1) R(0:;-1) 
H—2, =3) 


No exercício antenor, os pontos que pertencem: 
à) ao elxó das abscissas são: 

b) ao eixo das ordenadas são: 

cj) ao 1º quadrante são: 


dj ao 2º quadrante são: 


e) ao 3º quadrante são: 
f) ao 4º quadrante são: 


q) à reta bissetriz dos quadrantes impares (1º e 3º) são: 


h) à rela bissetriz dos quadrantes pares (2º e 4º) são: 


Complete: g 
a) Todo panto pertencente ao eixo das abscissas tem 
b) Tado ponto pertencente ao eixo das ordenadas tem 


c)M(—4, 5) pertence ao quadrante. 
d) k(42:3) pertence ao quadrante, 
e) L(5:;-43) pertence ao quadrante. 


nula, 
nula. 
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2140) Determine o valor de t para que o ponlo R(3M — 2; Bt + 4) pertença: 


E 


12) 


2.13) 


2.14] 


2.15) 


2.5 - PÔÓNTO MÉDIO DE UM SEGMENTO 


AB não paralelo a nenhum dos eixos coordenados, 
e seja M o ponto médio de AB (uar figura 2.9). 
É fácil concluir que og lriângulas AMD e MBE so 
congruentes e, portanto: 
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a) à bisselnz dos quadrantes impares 
b) ao 3º quadrante 
cj ao 2º quadrante 


Represente no plano os pontos (x; y) que obedecem às condições: 


|-25x51 rega 
a) | e b) e 
y-louy=3 cg 
cjxz12y22 djx=1ey>2 
ej-2<yxs3e i<y<2 fx=y 
gx=yey21 hjx=z-vexsãa 
nina 
BE e jxe0ev20 
| y>1 


Represente no plano os pontos (x; y) que satisfazem a condição: 
xy=0 


Represente no plano os pontos (x; y) que satisfazem a condição: 


y = xº 


Represente no plano os pontos (x: y) que satisfazem as condições: 


|” «1 
ajlx=3 b) |y|=1 e) e 
ly] >1 
Represente no plano os pontos (x: y) que obedecem à condição: 
bel dy] 
X J 


Inicialmente, consideremos um segmento 


AD = ME e DM= EB 
Xp X=Xp-Xy E YycYo=Ye”oYe 


Mas: xp =Xy Xe = XeYo 2 Ya YES YM 


Assim: Xy — Ka = Xp — Xg € YucYa= Yao Ya 


Porianlo; 


E fácil também verificar que estas fórmulas se a aplicam aos casos em que 
—s 
o segmento AB é paralelo a um dos eixos (figuras 210 € 2.11). 


y4 y 
Va uumasa à 
a M B Yu M 
Yao : i 
: 4 Ya Jeereememerero B 
LO] “ma x 
Fig. 2.10 Fig. 2.11 


2.6 - DISTÂNCIA ENTRE DOIS PONTOS 


Consideremos inicialmente dais pontos 
distintos À e B, tais que o segmenla AB não 
seja paralelo a nenhum dos eixos. 

A distância entre os pontos A e B 
conforme convençcionamos na capitulo 1, será 
indicada par 


Fig. 2.12 


ER 


Aplicando o teorema de Pitágoras ao Inângulo ABD temos: 
2 :2 2 
das = 540 + Ds 


Sao =|Xo-Xa |=|Xg-X4 | 


( 
Porém - 
60 = |ya-Yol= |yg- ya! 
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Assim: Sae = ]xg-X t+ Iya-y, É = (xa — Xa É + (Vo ya 


Finalmente: 


das = J(Xe xa + (ya-yA) | (2.2) 


Observe que a fórmula (2.2) também poderia ser escrita: 
dan = doa -xa + (ya -ya 
ã z d Z 2 
pois (xa -xa) =(Xa Xa) € (vo-ya) =(ya-—Ya) 


Para os casos em que o segmento AB é paralelo a um dos eixos (figura 
213), é fácil verificar que a fórmula 2.2 continua válida. 


x 
jun) 


jun... 


Xa 


Fig. 2.13 


E facil ver lambêm que 2 fórmula 2.2 ainda se aplica ao caso em que os 
pontos A E B são comncidentes (Neste caso a distância & nula), 


Exercícios Resolvidos 


2.18) Sendo A(- 4 7) e B(6; -8), determine as cçordenadas do ponto média do 
segmento AB. 


Solução 
Sendo Mo ponto médio de AB temos: 


RE te) Da A A 


1 
2 2 


sos DE 
4 ç: 2 2 


Porianlo: M(1 5 ). 
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2.1? 


2.18) 


Para um triângulo ABC temos A(4; —3), 
B(7; —-1) e C(-5; 4). Sendo F o ponto 
médio da mediana AD, determine as 
coordenadas de E. 


3 D Cc 
Solução 


Se AD & mediana, o ponto D é ponto médio do segmento BO e, portanto: 


Xg+Xe  (7)+(-5) 


"9-2" "*a1 
*p 2 2 
3 
1:D 
D( 2) 
y AR Tg SR Di 
8 2 2 2 


Se E é o ponto médio de AD, temos: 


2 2 2 
(-3)+(5) 
Ya +tyo 2 3 
2 2 4 


[4 
Portanto: El E : 3) 
i2 


4) 


Sendo D (-t:-3) e E (4; 3), determine as coordenadas do ponto F, simétrico 
em relação a D. 


Solução 


O ponto D deve ser médio do segmento EF. Portanto: 


Xe + X + 
Xo = TESE ê yo = HEdE E 
E 6 cms D 
2 2 
Portanto: F = (-6;-9) 
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2.19) Num Paralalngramo ABCD temos A (-2; —1) e B(1, 4). Sabendo que suas 


diagonais encontram-se no ponlo G (3, 2), determine as coordenadas dos 
vértices Ce 


Solução 


Como sabemos, em um 
paralelagramo as diagonais 
coram-se ao meio, islo é, 
o ponta G deve ser ponto 
médio de ÀC e BD. 


Se G é o ponto médio de àC lemos: 


Ra + XE Ya + Yo 
m-[["—+ e gm 
Kg > Yg 2 
q. 22+% PR fa 1 
2 2 


—s 
Do mesmo moda, se 6 é ponta médio de BD lemos: 


X + Xo Ye t Yo 

X — cm [a = DP —-— = 
” 2 fa 2 
3 = ido e s=*+]p + 


X0=5 e y,=0 


Portanto: CB 5)e D(5:;0) 


2.20) Determine a distância entre os pontos A(- 4,5) E BiZ; = 3). 


Solução 


Sao = axe + (Vaya = (-4-27 +(5+3) = /36+65=10 


2.21) Calcule o perimetro do lriângulo ABC, sendo A( 2, 2), B(5; 4je C(3; 6). 
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Solução 


222) 


2.23) 


Somalia rop +(ya- va) =2-5f eto-af- Hã 


Bac = Vera -xof + (ya ye (2 -3P e(2-6]/ = vi? 


dec = axe +(ya- ve) =V(5-3) + (4 + 6) = 8 


Portanto, o perimetro é: A3 + A? + dB 


Delêrmine os pontos do eixo das abscissas, cujas distâncias 20 ponto 
A (2; 4) são quais à 5. 


Solução 
Seja P(a: bj um ponto genérico cuja distância a À é iguala 5. Se F está no 


eixo das abscissas, sua ordenada deve ser nula; assim temos b= 0 e 
podemos escrever P(a: 0). 


Como Spa = 5 temos: 


EE a AÊ 
ul - ma +0p- ya) =5 


OU 


fa-zPato-sf=s 


Elevando ao quadrado: 
(a-2)+9=25 


(a-2/ = 16 


Portanto: 
a-2Z=4oqua-2Z=-4 
a-Boua=-2 


Assim temos dois pontos 
satisfazendo a condição dada: 


PºtG, O) 
E] 
P'(-2,0) 


Determine à ponto da bissetriz dos quadrantes pares que é equidistante dos 
pontos A(— 1; -4)e B( 4; 3). 
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Solução B 


Seja P o ponto procurado. Se P está na bissetriz dos 
quadrantes pares, suas coordenadas devem ser 
simétricas, isto é, devemos ter: P(a;-a). 


Per outro lado, P é equidistante de A e B, isto é, 
“PA = “PB 


Ji e=-xaP +(yo- YA) = Y(xo -x0) + (yo — Yo) 


(a+1) +(-ar 4 =(a-4)+(-a-3) 


Resolvendo esta equação oblemos a = -2 
Portanto, o ponto procurado é: P(-2; 2). 


2.24) Sabendo que A( —1; 2). B( 3; 1) e C(6; 4). verifique se o triângulo ABC é 


retângulo, acutângulo ou obtusângulo 


Solução 
Lembremo-nos primeiramente de que, É 
dado um lado do triângulo cujos lados medem a, b 


be c, supondo que seja a mesma medida do 
maior lado, vale a propriedade: 


a” =bº+c? o 0 triângulo é retângulo 


a <b?+c? o triângulo é acutângulo 


| a? >b*+c? «> o triângulo é obtusângulo 


Considerando então o triângulo ABC temos: 


Sao = (Max) + (ya YO) =(-1+3/ + (2-1) =17 
DRE = (xa - Xer + (ya = yo) =(-1- sy (zo ay =53 
dec = (xa — ker + (ya — ye) = (3 - E qi ay =18 
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Isto é: 


2 25) 


226) 


Observamos que AC é o maior lado e que: B 
82AC > 82AB + 5ºBC 
V17 V18 
53>17 +18. 
o 63 
Portanto o triângulo é obtusângulo 


a a —a a CAS E 
Calcule o comprimento da mediana AM de um triângulo cujos vértices são 


3 
A|-3;=],B(1:5),e C(6;- 1). 
2) (1,5) e C( ) 
Solução 
Se AM é mediana, o ponto M é ponto médio A 
do segmento Bê 
B M C 


iza 70 


a “V2 


O centro de uma circunferência está sobre a reta bissetriz dos quadrantes 

impares Sabendo que a cincunferência passa pelos pontos A(-5; 2) e 

B(— 3; — 2), determine o seu raio. 

Solução A B 
Seja C o centro da circunferência. 

Se C está na bissetriz dos quadrantes 

impares, podemos escrever C (a; a). Além 


disso devemos ter “AC = “BC 


2 2 2 2 
(xa — Xe) +(ya- Ye) =(x5-Xc) + (Yo - Ye) 
(-s-aP+(2-a) =(-3-a) +(-2-a) 
Resolvendo esta equação obtemos: a = 3 
45 


2.27) 


2.28) 
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Assim: C(3; 3) 


Agora, para obtermos o raio da circunferência, basta calcularmos a distância 
de um ponto qualquer da circunferência ao seu centro 


r=ô,c = Via = xe Ela yo) = J(-5 -3) + (2 -3f = 65 


Sendo A( — 2; 1), B(3;2) e € (1; — 4), determine o circuncentro do triângulo 
ABC. 


Solução 
Como sabemos da Geometria Plana, dado um 


triângulo sempre existe uma circunferência que pas- 
sa pelos seus três vértices. Esta circunferência é A 


chamada circunferência circunscrita ao triângulo e 
seu centro é chamado circuncentro do triângulo. 

C 
Seja D(a; b) o circuncentro procurado. Devemos ter. 


daD = 880 = den 


2 
dan = dao 2 (Xa — Xo) + (ya — yo) = (Xp — Xo)º + (ya - Yo) & 


o(-2-2)+(1-b/=(3-af+(2-b/ (1) 


do = Bco O (Xp - xo + (ya — yo) = (xc - E + (Yc — yo) e 
o(3-aPs(2-b)=(1-aP+(-4-b) (11) 
Simplificando as equações (1) e (Il) obtemos: 


(1) 5a+b=4 


Resolvendo este sistema chega-se a: a=1eb=-1 
ll) 42 + 6b=-2 9 


Assim: D(1;- 1) 


Calcule o valor de a de modo que o triângulo ABC, de vértices A(a; 4), 
B(- 7;,2a —- 1) e C(0; 0) seja retângulo em €. 


Solução 


Para que o triângulo seja retângulo em € 
devemos ter: 


CAs = ORE + Dec 


2.29) 


(xa - ET Ra 6 yo) = (xa — xe + (ya = ycj + (Xg — Ra + (yo - ye) 
(a+7) +(4-22+1) =(a-0P+(4-0/+(-7-0/+(2a-1-07 


Resolvendo esta equação obtemos: a = 4. 


Num quadrado ABCD, os vértices A(1; 2) e C(8; 3) são extremos de uma 
das diagonais. Determine os outros dois vértices. 


Solução 

aa MT; 2) f B 
Sendo d o comprimento da diagonal AC a [e] 
temos: 

E 2 2 
d=Sc = Vlxa - xe) + (ya -Yc) = 
( 

-=V1-8P+(2-3/=50 
Supondo que a medida do lado do 
quadrado seja f temos: 

O sad [e] [a 
ou d=12 8 lt) 
donde: (= e = v50 =5 

rar Ta 


Assim, devemos ter dga = dc = 5 € dpa = doc = 5. Como essas condições 
são iguais para B e D, equacionemos apenas uma vez, seja B(a; b). 


dBA = 5 > 5a =25 0 (xp -xmb+(ys-ya) = 256 


o(a-a(b-2)=25 (1) 


: : 2 2 
dc =5 050 =250(x-xc) +(ya- Yo) = 256 


o(a-8B/+(b-3)=25 (11) 


Simplificando as equações (|) e (Il) 
(1) a +b? -2a-4b=20 


(11) a2+b?-16a -6b=48 


Pra resolver este sistema, o modo mais simples é, em primeiro lugar, 
subtrair “membro a membro” as duas equações: 
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(a? +bê =-Za -4b) & (a? + b? - 16a - 8h) = 20 -(-48) 
Simplificando esta última vem: 
fa=b= 34 
donde: b=34 —- Ta (II) 


Agora, substituimos esse valor de b em uma das equações acima. Vamos 
substituir em (|) 


a" + bP-2Za-dgh=20 


a? + (34 Ta) -22-4(34-7a)=20 
Desenvolvendo, chegamos a: 
a*-9%2+20=0 
Cujas raizes são, 
q =g4ea'=5 
Substituindo na equação (1) temos: 


a=40b=34-7(4)=6 


PRC 


Assim os outros dois vértices são (4: Bj e (5: —1). 


Exercicios Propostos 


1 


2.30) Determine o ponto médio do segmento ad sendo E(4:-5) e 5 


2.31) Consideremos o Iriângulo ABC tal que A(2; 3), Bt5: 4) e C(7; —1) Sendo M 
o ponta médio da mediana Br, determine as coordenadas de M. 


2.32) Dados Al- 5; 2] e Mí(4; = 7), determine as coordenadas do ponto simétrico 
de Mi em relação a A. 


2.33) Num paralelogramo ABCD temos B(5; 5) e E (à; 2). Sabedo que suas 


diagonais cruzam-se no ponto (1; 3), determine as coordenadas dos 
vérices Ae D 


2.34) Calcule a distácia entre às pontos ES. 4) e MG: -3). 
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235) Num quadrilátero ABCD temos A(-2: 1), B(2; 4), C(7; -8B) e D(-1; 2). 
Determine o perímetro desse quadrilátero. 


2.36) Determine o valor de a sabendo que a distância entre os pontos (7; 1) e 
(3,a) é iguala 5 


2.37) Dados A(a; 4), B(-3; -2) e C(5; 2), determine o valor de a de modo que o 
ponto A seja equidistante de Be € 


2.38) Calcule o comprimento da mediana BM do triângulo cujos vértices são 
A(4; -3). B(5; 5) e C(10, -5). 


2.39) Para cada caso a seguir, verifique se o tnângulo ABC é retângulo, 
acutângulo cu obtusângulo 


a) A(6; 5). B(3; 7). C(2:-1) 
b) A(-2; 2), B(7,5). C (3,5) 
c) A(3, 5) B(-4; 3), C(-7; —2) 


2.40) Uma circunferência que passa pelos pontos A(2; -9) e B(9, 8) tem 
seu centro na bissetriz dos quadrantes pares Determine o raio dessa 
circunferência 


2.41) Dados A(-3, 4), B(5; 5) e C(2; -2), determine o circuncentro do triângulo 
ABC. 


2.42) Sendo A(-5: k — 2), B(-2: -3) e C(6; k), determine o valor de k de mada que 
o triângulo ABC seja retângulo em B 


243) Os pontos A(l; 2) e B(5; —1) são vértices consecutivos de um quadrado. 
Determine as coordenadas dos outros dois vértices. 


2.7 - RAZÃO DE SEÇÃO 


No capitulo 1 demos a definição da razão de seção r em que um ponto S 
divide um segmento arientado não-nulo AB Devemos lembrar-nos de que o 
ponto S deve pertencer à reta que passar por AB( com S * B). podendo ser 
interno ou externo ao segmento ÂB. 


B R = == 


A Ed Fig. 2.14 


Vamos agora ampliar nosso estudo para o caso em que o segmento 
orientado AB está contido no plano cartesiano. 


Inicialmente vamos supor que ABnão é paralelo a nenhum dos eixos 
coordenados. 
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Os triângulos ASE e SBF são 
semelhantes. Portanto: 


= AS RE ES (2.3) 
Xs se SF FB 
Fig 2.15 
Mas observamos que: 
RE =%g Ka [ES = 95 = a 
e 
Ma Mansa 


Assim, as equações (2.3) transformam-se em: 


(2.4) 
Desmembrando as equações (2.4) em 
p= ASI %a e p= IST YA 
Xg — Xg Ya — Ys 
chegamos a: 
= Xa + Ra = Ya + OB 
a 1+r /s t+r a 


Repare que as fórmulas (2.5) são análogas à fórmula do capitulo 1. 


Consideremos agora os casos em que o segmento orientado AB é paralelo 
a um dos eixos. 


y 
Ya e|-eseescssemsces. B 
Var |remeosaiacadess S 
YA c|reseesecacesana | A 
Fig. 2.16 Fig. 2.17 
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Mo caso da figura 2.16 escrevemos apenas 


e portanto 


Observações: 


1º) Nas nossas figuras, colocarmos o ponto S interno 30 segmento arientado 
AÉ Mas é fácil verificar que as mesmas conclusões seram obtidas se & 


fosse externo a AB 
2º) E interessante observar que as duas ftôrmulas 2.5 valem nos casas em que 
AB é paralelo a um das eixos, isto é, para o caso da figura 2.16 podemos 


escrever 
“Ste 
Ys — def 
e para o caso da figura 2.17 podemos escreves: 
Rg = =a a 
1+F 


Exercícios Resolvidos 


244) Calcule a razão de seção em que o ponto s(5: divide à segmento 
orientado AB, sabendo que Al(2; 3) e Bi(7, 6) 
Solução 
O Segmento orientado AR não é paralelo a nenhum dos eixos 
coordenados (pois suas abscissas são disbntas e suas ordenadas 


também são distinlas) Portanto pademos calcular à razão 1 usando as 
abscissas ou as ordenadas aplicadas nas fórmulas 2.4: 


cn B Mg ( S-2 3 
SB Xa-X 7-5 2 
24 
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2.45) Sendo M(-6; 5) e K(2; -3), determine as coordenadas do ponto L, que divide 
o segmento orientado KM na razão r= 4. 


Solução 


Usemos as fórmulas 2.5 


Kx=E— Us L.—=-— 
t+r 1+(-4) -3 3 
JK EM (3 +(-4)(-5) -23 23 
ld 1+ (-4) -3 3 
Portanto, temos pio SE ca 
a 
2.46) Sendo E(-4;, -1) e F(5. 6), determine as coordenadas dos pontos que 
dividem o segmento EF em três partes de mesmo comprimento. 
Solução 
Sejam Le S os pontos procurados. F 
O ponto L divide EF na razão S 
de seção r = EL = PU Assim: L 
LF 2 
E 
1 
4 +1 (5 
Xe = [Xp [) ) 
Do RI: -1 
1+r 14 
2 
(+ S) 
3 
ERRA 
cat do ta 
ES; E. É] 
2 
E = 2... ES 2 
O ponto S divide o segmento EF na razão r' = === — =2. Portanto 
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E UR 
s(2.5) 
3 
E pi a 
e 2 2 3 


Depois de calculadas as coordenadas do ponto L. poderiamos ter 
.—s 
celerminado as cogrdenadas de S, observando que S é ponto médio de LF: 


Xg = 2 AR =7 
É 6 

yes tittr À ado 

2 2 3 


Exercicios Propostos 


: x 32 1 EVA 
247) Delermine a razão em que o ponlo Big = divide o segmento 


-2 


orienlado LS ande Li = 


ae 
ae Ss) 


2.48) Sendo &(— 3; —4) e Bí(2; 8), determine as coordenadas do ponlo que divide o 


EE é p 
segmento orientado BS na razão 1 = ai 


2.49) Dados A(Z; 3) e L(8, —5), delermine as coordenadas do ponlo que divide o 
segmento AL em quatro partes de mesmo comprimento. 


2 50) Sendo C(6, 2) e Di-2: -3). delermine alé que ponto à segmenlo arigntado 
CD deve ser prolongado ( no mesmo sentido de ) de medo que seu 
comprimento fique quinluplicado. 


sa 


2.8 - BARICENTRO DE UM TRIÂNGULO 


Conforme sabemos da Geometria Plana, 
as três medianas de um triângulo passam por 
um mesmo ponto G chamado baricentro do 
triângulo. Suponhamos que na figura 218 É : 
G seja o baricentro do triângulo ABC. A 
Geometria Plana também nos informa que: 
dag = 2060 a E E 


a se ig. 2.1 
dpG = 2ôce Fig. 2.18 


|ôcg = 20gr 


Usando esses fatos, vamos calcular as coordenadas do baricentro 6, 
supondo conhecidas as coordenadas dos vértices A, Be €. 
Tomemos, por exemplo, a mediana AD. O ponto D é o ponto médio do 
segmento BÊ e portanto: 
Xp +X 


“YatYec 
ai 2 


e Yo 2 


Como dAg = 286p. podemos afirmar que o ponto G divide o segmento 


== E AG ; 
ientado AD , na razão r = GD É 2. Assim, usando as fórmulas (2.5) lemos: 
/ 
x, +2 Xg + e) 
AR Mio Dt = Xa + Xe + Xc 
1+r 1+2 3 


TA 
ya +2| Ye + Yc] 
TR 


a = 14 $a ) YA to + Yo 
Ê 1+4r 1+2 3 


Concluimos então que, dado um triângulo de vértices A(x,: ya). B(Xa: Ya) 


e C(xç; Yc). seu baricentro G(xg; Yç) é tal que: 


Exercicios Resolvidos 


2.51) Os pontos A(4; 1), B(- 1; 2) e C(3; 7) são vértices de um triângulo. 
Determine as coordenadas de seu baricentro. 
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2.52) 


2.53) 


Solução 


Sendo G(xg : Yg) O baricentro pedido, temos: 


á EE de dg a A) DAS) 5 
di 3 3 E 


y -YatYe to (1)+(2)+(3) 10 
G= PE Calc 1 LO. 


O triângulo OPQ da figura tem por baricentro 
o ponto G(2; 3) Determine as coordenadas 
dePeQ 


Solução 


Temos O(0; 0), P(a,0) e O(0; b) 


Ro tp EA Jo + Jp + Ie 
XX ]———— e .=-[][]"—T 
G 3 Ya 3 
9. 0+:2+0 R q. 0+0+b 
3 3 
a=6 e b=9 


Portanto: P(6, 0) e Q(0, 9). 


Muilas propriedades da Geometria Plana podem ser demonstradas 
analiticamente isto é empregando as idéias da Geometria Analitica O 
exemplo abaixo esclarece o procedimento 


“Prove que o segmento cujas extremidades são os pontos médios de dois 
lados de um triângulo tem, para medida, a metade da medida do terceiro 
lado" 


Solução 


Para usar os métodos da Geometria 
Analitica, deve-se escolher um sistema 
de eixos coordenados. Para fazer com 
que a determinação dos vértices seja a 
mais simples possível, “colocamos” a 
origem do sistema sobre um deles, e a 
“parte positiva” de um dos eixos sobre 
um dos lados (veja a figura) 
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Então, um dos vértices é OiO: 0), outro é Rib: 0); o terceiro vérice € é um 
panto da plano cujas coordenadas estão determinadas pelo triângulo dado e 


vamos designá-las com tc; d). Istó &, Clic; d). 


.—s .s 
De E são, respectivamente, os pontos médios dos segmentos OC e BC; 
então: 


Ze= 


D+L D+d d (es) 
E Yes .- O iE|— ; — 
ê 2 2 


O segmento DÊ é paralelo ao eixo das abscissas; lem-se: 


Tem-se lambém: 
Sa =|*%5-x |=|b-0|=|b! 


Daí xag = 2 Ang. O que completa a demonstração. 


Exercicios propostos 


2.54) Determine as coordenadas do baricenta do triângulo cujos vértices são 
1,1), (7,-2)e5: 6) 


2.55) Num triângulo ABC são dados o vérice A(d4; 1), o baricentra G(-2; 0) e o 


ponto M(2: -1) que é o ponto médio do lado AR. Delermine as coordenadas 
do vérice C. 


2.56) Os pontos A(3, 23, BtO; —1), C(-3; 2) e D(0; 5) são os vérlices do quadrado 
ABCD O ponto M é o ponto médio do lado AD e os pontas P e Q dividem o 
lado AR em três partes do mesmo comprimento. Determine as coordenadas 
do barigentro do triângulo MPO. 


2.57) Demonstre, analiticamente, que as diagonais de um paralelogramo se 
cortam ao meio. 


2.58) O ponlo médio da hipolenusa de um lriângulo retângulo equidista dos Irês 
vértices. Demansitre. 


2.59) As diagonais de um retângulo têm as mesmas medidas. Demoanstre. 


2.60) A soma dos quaúrados das medidas dos lados de um paralelagramo é igual 
à soma dos quadrados das medidas de suas diagonais. Demansire. 
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Exercícios Suplementares 
11) Num sistema de coordenadas abscissas temos os pontos A, Be S(3). 


; Ê 1 
Sabendo que o ponta S divide o segmento orientado AB na razão r = 2 e 


que ôd,g = 21, determine as abscissas de A e B. 


12) Represente no plano os pontos (x; y) tais que: 


a)|/3x-12|<9e y?-3y+250 
b)/3x-12|>9e y)-3y+2>0 


1.3) Uma circunferência que passa pelos pontos (8; 4) é (-6; —10) tem seu centro 
no eixo das ordenadas. Calcule o raio dessa circunferência. 


1.4) Os pontos M(4, 6), N(2;2) e P(- 2: 8) são os pontos médios dos lados de 
um triângulo. Determine as coordenadas dos vértices desses triângulo 


1.5) Consideremos que um paralelogramo ABCD e os pontos P(3; 1), M(1;6) e 
N(2, 3). Sabe-se que: 
- Pêo ponto de encontro das diagonais do paralelogramo 
— M é o ponto médio do lado AB 


—Néo ponto médio do lado BC 
Determine as coordenadas do vértice C. 


D 
1.6) Na figura ao lado, C é o centro da circunferência e 
M é o ponto médio de CB. Determine a distância 
entre os pontos D e E, sabendo que A(2; 5) e A B 
C(-1;3) 
E 


7) No triângulo ABC, cada lado é dividido em três 
partes iguais como a figura indica, Sendo 
P(8; 3), Q(11; 4) e R (9; 2), Determine as 
coordenadas do ponto M. 


1.8) O segmento CD é dividido em três partes de comprimentos iguais pelos 
pontos E(- 1; 2) e L(3; 4). Determine as coordenadas de Ce D. 


1.9) Dados B(1; 4) e F(6; 8), determine as coordenadas do ponto D sabendo que 
D está na mesma reta que passa por BF e 
3BD = - 2FD 
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110) Num triângulo ABC são dados o barcentro G(1, 1), 0 ponto médio Mi- 2: 5) 
do lado AB e o ponto média N(0, 3) do lado Re. Determine as coordenadas 
das vérlices do triangulo. 
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PARTE II 


Capitulo 3 — Equação geral da reta 
Capítulo 4 — Formas de equação da reta 
Capitulo > — Posições relativas de duas retas 


Capitulo 


Equação geral da reta 


3.1 - CONDIÇÃO DE ALINHAMENTO DE TRÊS PONTOS 


Consideremos os pantos A(x,: ya). B(x,: Yys) € C(x: yc) e O determinante 


Xa Ya 1 
Xo Yo 1 


A questão — de extrema importância em Geometria Analitica — de sabermos 
se os pontos A, Be C em questão estão alinhados (isto é se pertencem a uma 
mesma reta) é resolvida pela seguinte propriedade: 


Os pontos A, Be C€ estão alinhados se, e somente se, o determinante D é igual a 


Zero. 


Escrevendo de modo mais formal: 


Pontos À Be CG alinhados <> D=0 


Tomando, por exemplo, os pontos A(1; - 1), B(3;: 1) e C(- 2; 4), temos: 


(3.1) 


mo 2á 1 


D=1+2-12+2+4+3 
D-0eA,BeC alinhados 


ecccccenanece NJ 
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Demonstração da propriedade (*) 


Lembremo-nos, inicialmente, de que para demonstrar uma propriedade 


do lipo: 

Pq 
devemos em primeiro lugar, demonstrar que 

P51 
e, em seguida. que 

= p 


Assim, devemos dividir a demonslração da propriedade 3.1 em duas 
partes. 


Primeira Parte | A, BeC alinhados > D=0 | (3.2) 


Vamos, como caso inicial, supor que 4, B e É são pontos distintos 


pertencentes a uma reta r não-paralela aos eixos cartesianos (fig 3.1). Então 
temos: 


A ko * 
Fig. 3.1 
ou ainda: (yp - ya) (Xe — X6) = (ye — y6) (xg - Xa) 
Desenvolvendo e passando tados os termos para o lado esquerdo: 


Xaya + Xafc + Xeya — XaYo — XaYa — Xoyp =D [3.4) 


———m— ll sao — 


(3 Esla demonstração pode ser omitida num primeiro estudo, 
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Ô primeiro membro da igualdade (34) é igual ao desenvolvimento do 
delerminante D. Portanto, D = O, Suponhamos, agora. que À Be € são pontos 
distintos pertencentes a uma reta paralela a um dos eixos Canesianos (fg. 3.2 e 
fig. 3.3) 


Y=ya2yaS To 


X= %4— Xa =X 


Fig. 3.3 


Nesse caso, o determinante D se escreve 


KOYA 
* Ya 
Xe y GR 


e temos D= D, pois o determinante apresenta duas colunas proporcionais. 
Finalmente vamos supor que os pontos à Be C não sejam distintos. 


Tomemos por exemplo, 4 = B. Nesse caso, temos 


pois as duas primeiras linhas do determinante são iguais. 


5ã 


Segunda Parte | D=0 A Be C alinhados (3.8) 


Caleutando D pela Regra de Chió, lemos: 


xa ya dl iged o mi 
D= Xa Ya 1 E et a é 
Xe ye 1 ca YJerYa 


=(xg—Xallyo—Yal-iya o YAlXo o Xa) 
Coma D = 0, vem que. (xa -xaXyo —Yal=Uyo— YalXo = Xa) 
Essa igualdade pode se verificar quando ao menos um dos fatores de 
cada membro é igual a zero. 
Nesse caso, lemos as possibilidades. 
* (Mo=% € ve=Ya) QU (yozya € Xç =Xa) 


EntãoA=BouÃ=Ce, ponanto À, Be € estão alinhados. 


y. 
Ye Rea E 
= Xp = xa E Ke = Ka Ya frroemseeesconenartemenes BR 
| Então x, =Xg =X 
e, portanto, A, 8 e C estão Va Dad sma nao Damas ama A 


alinhados. 


"de EA Bo Jaca 


Então ya =Yg=Yc e 


poranto, & B e C es- 
tão alinhados, 


Macy 


No caso em que todos os falores são diferentes de zero, a igualdade 
pode ser escrita: 
HA Aa SAE 
Xc —Xa Yo-Ya 


BA. 
o que nos permite concluir que À, B e C estão alinhados, pois a razão ZE * 


igualmente dada por abscissas dee e por ordenadas (ut) 
Fgm Ta 


Hc - Xy 
somente quando 4, He C são pontos da mesma rela. 
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Dhservação: 


Lembrando que quando se permutam duas linhas (ou colunas) de um delerminantê 
este apenas muda de sinal, a condição de alinhamento de três pontos À Be Cl 
pode ser expressa por qualquer um dos seguintes modos. 


Mg o Xg YB 
xa Ya 1/]=0 |x0 Ya 
Xc Ye | Xa Ya 


Exercicios Resolvidos 


3.1) 
Solução 


1 Ya Ba 1 
1|=Olye xe 1|=Oete 
1 Ya X 1 


Verifique se os pontos Af(1; 1) BÍ(3; — 2) e C(5; 2) estão ou não alinhados. 


Como D + O, os pontos não estão alinhados. 


3.2) 
alinhados. 


Solução 


Devemos ler: 


Determine a sabendo que os pontos Ala; 2), B(3: a) e C(5; 0) estão 


Desenvolvendo o determinante, ver: 


a-5a+4=0 


Resolvendo esta equação obtemos a= (qua =d 


3.3) 
A(S, 1) e B(-1,2) 


Solução 


Determine o ponto da reta ÁB que pertence ao eixo das abscissas, sendo 


Seja C o ponto procurado. Se C pertence ao eixo das abscissas, sua 
ordenada é nula, islo é temos Cla; 0). 


Para que os pontos eslejam alinhados: 


B5 


Desenvolvendo o determinanle, obtemos a equação: Ja -9 =D cuja raiz & 
a=3 Poranio C(S: 0) 


Exercícios Propostos 
34) Em cada caso abaixo, verilique se os pontos dados são alinhados: 
Eee apt) b) (1: 3) (4 271) 


3.5) Determine o valor de k de modo que os ponlos (k: 4) (11, k) e (= 1,3) 
estejam alinhados. 


3,6) Determine o ponto da reta AB que perience ao eixo das ordenadas, sendo 
Al- 1, 0) e BiZ,— 5) 


4.7) Delermine o ponto em que a rela AB intercepta a bissetriz dos quadrantes 
pares, sendo A(0; — 8) e B(5; 7] 


3.8) Determine os valores de k de modo que os pontos Afk; —1), Bi-1; k) e 
C(4: —2) sejam 05 vértices de um triângulo. 


34.9) Verifique que os pontos A(a —1; a), B(-a; 1, —a), Cla -Z; à —1) estãa 
alinhados va e 


3.2 - EQUAÇÃO DE UMA RETA 


Consideremos uma reta r em um plano cartesiano. Por equação da reta Fr 
entendemos uma equação nas variáveis x e y que seja satisfeita por qua-quer 
ponto P(x; y) pertencente a r. Deve ncorrer, também, que apenas os pontos de + 
salisfação a equação. 

Em alguns casos, a delerminação da equação de uma reta é imediata, 
Vejamos alguns exemplos: 


[515 


a) reta paralela ao eixo 0x. 
Consideremos por exemplo a reta r da 
figura 3.4. Todos os pontos de r têm 
a mesma ardenada y = 2. Portanto, 
podemos dizer que a equação de r é: 


y=2 ou y-2=0 


b) reta paralela ao eixo Oy. 


Na figura 35, todos os pontos da reta r 
têm a mesma abscissa x = 3. Portanto 
podemos dizer que a equação de ré. 


x=3 ou x-3=0 


c) reta bissetriz dos quadrantes im- 
pares. 


Cada ponto da bissetriz dos quadran- 
tes impares apresenta abscissa igual à 
ordenada. Portanto podemos afirmar que 
sua equação é: 


x=y ou x-y=0 


d) reta hissetriz dos quadrantes pa- 
res 


Cada ponto da bissetriz dos quadran- 
tes pares apresenta abscissa igual à 
ordenada com o sinal tracado: 


x=-y ou x+y=0 


Fig. 3.4 
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ejeixo Ox 4 


Tadas os pontos do eixo Ox apresentam ordenada 
y =D. Assim sua equação é: 


+=0. O x 

Fig 3.8 
; y 

F) eixo Oy 

Todos os pontos do eixo Oy têm abscissa x = O. 

Porlanta sua equação é: x=0, 
õ x 
Fig. 3.9 


Vejamos agora um exemplo em que a reta ocupa uma posição qualquer no 
plana. 


Exempla 


Vamos delerminar a equação da rela r 
que passa pelos pontos 4(1;2je B(d; 3). 

Seja Pix, y) um púnio qualquer dessa 
reta, Fela condição de alinhamento de lrês 
pônios temos: 


xy 1 
Per=D=|1 2 1/=0 
dg 31 


Desenvolvendo q determinante obtemos a equação 
=x+3y-5=0 
que é a equação da reia r 
Observação: Quando determinamos a equação de uma rela, essa não é a única 
equação dessa reta, pois sabermos que, se multiplicarmos todos os 
termos de uma equação por um número diferente de zero, à nova 


equação será equivalente à primeira. Assim, no exemplo anlerior 
obtivemos a seguinte equação para a reta: 


-x+3y-5=0 
Mas poderiamos multiplicar todos os termas por — obtendo 
x-3y+5=0 


Ba 


ou ainda, poderiamos multiplicar tados os termos por 4 obiendo 
4x—- 12y+20=0 
e assim por diante. 


Com os exemplos anteriores procuramos anlecipar ao leitor um fato que 
será demonstrado mais adiante. 


“Toda reta do plano cartesiano pode ser 
representada por uma equação do tipo 


ax+by=c=0 


onde a, be c são números reais tais que 
a e b não são simultaneamente nulos” 


Assim, por exemplo, a bisselriz dos quadrantes impares tem equação 
x-y = 0 que pode ser escrita 
ix- 1y+0=0 
No caso do eixo 0x temos a equação y = 0, ou: 
0x+1y+0=0 


3.3 - EQUAÇÃO GERAL DA RETA 
Vamos demonstrar a seguinte teorema: 


Dada uma reta r do plano cartesiano, sua equação [(3.6)] 
pode ser escrita na forma 

ax+by+c=0 
onde, a, b, e c não são simultaneamente nulos. 


A equação “ax + by + c = 0" é chamada equação geral da reta. 


Demonstração (*) 


Consideremos sobre r dois pontos 
distintos A e B. Sendo P(x: y) um ponto 
genérico dessa reta, temos pela condição 
de alinhamento: 


x y 1 
XA YA 1/]-0 
Xg YB 1 
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Desenvolvendo o determinanle abtemos: 
Xya + Xe + Ya XY XY = XY =0 
ou ginga; 
(va Yoix+ (a — xady+(Xayam Xoyad= O (3.7) 


» Po 
Fazendo :xg-x,=b 


(Xayo —Xaya =€ 
à equação (3.7) pode ser escrita: 
ax+by+c=0 
f") esta demonstração pode ser omitida num primeiro estudo. 
Observemos que se a e b fossem simullangamente nulos leriamoas 
Ya-Yp= 0 e Xg-x, =0 


Isto é, os ponlos A e B seriam coincidentes, o que contraria a hipótese de que À e 
EB são dislintos. Portanto concluímos que a e b não são simultaneamente nulos, 


Vamos agera demonstrar à reciproco do teorema anterior: 


Toda equação do lipo 


ax+by+c=0 


onde, a, b e « são reais, com a e b não simullangamente nulos, é equação de 
uma rela. 


(3.4) 
Demonstração 
Sejam (xa Yal (Ma: Yo) E (xe; Ye) três pares ordenados quaisquer 
( de números reais) que satisfazem a equação ax + by + c=0. Temos êntão: 
axa + by rc=Q 
axg +by,g +C=0 (3.8) 
azse+byç+c-0 


As equações 3.8 formam um sistema linear homogêneo onde as incógnitas 
são a, bec Coro estamos admitindo que a e b não são simultaneamente nulos, 
concluimos que o sistema 3.8 admite soluções diferentes da solução trivial 
a=ba=c=6 Assim a determinante formado pelos coeficientes das incógnitas 
deve ser nulo: 


t0 


Xa ya 1 
Xa Yo 1/=0 (3 9) 


Xc Ye 1 


Porém, a equação 3.9 é exatamente a condição de alinhamento dos pontos 


A(xa : ya). B(xg: yo) e C(xc: Yc). Vemos então que, qualquer trinca de pontos 


cujas coordenadas salisfazem a equação 


ax + by + c=0 


é uma trinca de pontos alinhados e portanto a equação “ax + by + c = 0" é equação 
de uma reta 


Exercicios Resolvidos 


3.10) 


3.11) 


Determine a equação geral da reta que passa pelos pontos A(5;, 3) e 
B(- 2,-1) 


Solução 


Sendo P(x, y) um ponto qualquer da reta, temos: 


x y 1 
5 3 1]-=0 
-—2 —1 1 


Desenvolvendo o determinante, obtemos: 
4x -7y +1=0 


Desenhe no plano cartesiano as retas cujas equações são dadas abaixo. 


a)3x — 2y + 2 =0 c)x + 2=0 
b)2x + y =0 d)y + 1=0 
Solução 


a) Para obtermos a reta bastam dois pontos. Assim, atribuimos dois 
valores arbilrários a x e calculamos os correspondentes valores de y: 


3x —- 2y + 2 =0 
x=053(0)-2y+2=05y=1 
x=2532)-2y+2=005y=4 


Obtivemos então os pontos A(O; 1) e 
B(2, 4) 
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3.12) 


3.13) 
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b)2x +y=0 


x=052(0)+y=005y=0 
x=192()+y=05y=-2 


c)x+2=005x=-2 d)y+1t=065y=-1 
+Y 


Determine os pontos onde a reta de equação 2x + 3y — 12 = O intercepta os 
eixos coordenados 
Solução 
O ponto A onde a reta corta o eixo y A 
deve ter abscissa nula. Portanto, para 
delerminarmos A, fazemos x= 0 

2x +3y -12 =0 B 
x=052(0)+3y-12-00y=4 » i 
Assim: A (0; 4) 

y 

O ponto B onde a reta corta o eixo x > 
deve ter ordenada nula. Portanto, para 
obtermos B, fazemos y = O 
y=002x=3(0)-12=005x=6 
Assim: B(6; 0) 0 do Rs 


Consideremos a reta r de equação 4x — 3y + 10 = 0. Verifique quais dos 
pontos abaixo pertencem a r: 

a)(- 1,2) b)(3; 5) co; 2) 

Solução 


a) Para verificarmos se (— 1: 2) pertence à reta, substituimos, na equação, 
xpor- 1 ey por 2e verificamos se a sentença obtida é verdadeira. 


4x — 3y +10 = 0 
4(-1)-3(2)+10=0 (verdadeiro) 
-4-6+10=0 
Ponanto é ponto (- 1; 2) pertence a r 
b) 
dx -3y +10=0 
4(3)- 3(5) +10 =0 (falso) 
12-15410=0 
Portanto o ponto (3: 5) não pertence a r. 
c) 
4x - 39y+10=0 
4(0])-3(2)+10=0 
-8+10=0 (falsa) 
O ponto (0: 2) nao pertence a r. 


3.14) Uma rela r tem equação dx — y — 3 = O e uma rela s tem equação 
3x + y-=11 =0. Delermine a panlo de inlerseção dessas retas. 


Solução 


Seja P(x. y) O ponta procurado. 

Portanto o ponto P deve pertencer si- 

multaneamente às retas r E s. Ássim, 

devemos procurar um par (x y) que Plx; y) 
satisfaça simultaneamente as equações 


dx -y- 3-0 Pd 


e 
dx +y—-11=0 

Isto significa que devemos resolver o seguinte sistema de equações: 

[4x -y-3=0 (1) 

jdx + y=11=0 GI) 


Da equação fl) lramos o valor de y: 
dx-y-3=0o y=4x-3 CH) 
Substituindo na equação (Ill) obtemos: 

3x + (4x -3)-11=0 


Resolvendo esta última temos: x = 2 
Substituindo em (11) obtemos: PtZ: 5) 


y=4/[2])-3=5 
Assim: P(2; A) 


3.15) Verifique se as retas r. s e t, de equações: 
(1) 3x+2y-5=0 
(s) 2x-3y -12=0 
() x-2y-7=0 
se cortam em um único ponto. 


Solução 


Determinemos em primeiro lugar o ponto P(x; y) onde as retas re s se 
cortam. Para isso, resolvemos o sistema ; 


[3x+2y-5=0 
|2x-3y-12=0 


obtendox=3 e y=-2 P 


Portanto: P(3; — 2) 


Para mostrar que a reta t também passa por P, basta substituir as 


coordenadas de P na equação de te verificar que obtemos uma sentença 
verdadeira: 


r 
()>x-2y-7=0 
P(3-2)53-2(-2)-7=0 
(verdadeiro) P 


e 


31.16) Determine os vértices do triângulo ABC conhecendo as equações das retas 
que contêm os lados: 


A 
AB x-3y+7-0 
AC pd À +1=0 B Ve: x-2y+5=0 
BC x-2y+5=0 / E 
x-3y+7=0 x-y+1=0 


Solução 


Para obtermos o ponto À, resolvemos o sistema 
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3.17) 


E Edo 
[x -3y+7 Obtendo: A (2: 3) 


|x-y+1=0 
Para obtermos o ponto B, resolvemos o sistema 
= = 0 
fe-2+5 Obtendo B(- 1: 2) 
lx-3y+7=0 
E finalmente, para obtermos o ponto €, resolvemos o sistema 
[x-2y+5=0 
“Ed Obtendo C(3; 4) 
Ix-y+1=0 


Sendo A(- 2, 3) e B(4; — 1) determine a equação da mediatriz do segmento 
AB. 


Solução 


Em primeiro lugar, vamos lembrar-nos de 

que, em uma plano, a mediatriz de um A 
segmento AB (não-nulo) é a reta r que é 
perpendicular a AR passando pelo ponto 

médio de AB, Lembremo-nos também de 

que os pontos de r são equidistantes de A 

e B Assim, por exemplo, no desenho ao 

lado temos: 


.- es 
med DA = med DB 
es .—s 
med EA = med EB 
.. .. 
med MA = med MB 
es 

med. FÃ = med.FB 


Assim, para determinarmos a equação 
da mediatriz de AB, tomamos um ponto 
genérico (P(x, y) dessa mediatriz e 
impomos: 


ôpa = ôpB 
2 2 
(xp —- xa) +(yp YA) = 
2 : à 
= (xp — Ste + (yp — Ya) A(-2: 3) E 


(x+2) +(y-3P = (x-4P + (y+1) 
B(4;-1) 
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Desenvolvendo, obtemos: 
12x-By-4 =D 

ou 
ax— 2y—- 1=D 


3.18) Consideremos os pontos A(3 4) e B(8: 9) e a reta r da equação 
3x-y+1=0 Determine q penta de r que é equidistante de A e B. 


Solução 


4º modo 


Seja Pta, b) o panto procura- 
do. Coma P pertence a r. vamos 


substituir suas coordenadas na 
equação de r. 


ax-y+ 1=D 
3a-b+ 1-0 r. $ 

b=3241 Ê h 
A(3; 4) B(8; 9) 


AX P(a; Ja + 1) 


Assim. podemos representar o ponto P por: 
Pia; 3a + 1) 
Como P é equidistanie de À e B, lemos: 
dps = dog 
(e - xa + (yo — ya) = (Xp — xa) + (yo - yo)! 
(a-3/+(32+1-4 a) =(a-8/s(32+1-97 
(a-3P+(3a-3/=(a-B) + (32 - 8 


11 
Desenvolvendo ablemos a = — 


4 

Portanto:hb = 3a + 1 = (5) 1= E 
37" 
4 


E o ponto procurado é: (1, | 
14 / 
2º moda 
Como o ponto P é egtidistante de À e B, concluímos que P pertence à 


mediatriz s do seguimento AA. Podemos determinar a equação de s 
oblendo 


Xx+y-12=0 
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319) 


Em seguida, observamos que o ponto P 
pertence à rela re à reta s. Portanto, pata 

determiná-lo, achamos a interseção de res. E il 
Resalvendo o sistema 


f3x-y+1=0 
lx+y-12=0 


Obtemos x= 1 ev=— 


E É e Ta 
Ista é: as] 


Consideremos as retas re s cujas equações são, respectivamente: 
x-9y+t2=0 0 5x+9y-6=0 
Consideremos ainda um ponto À da reta re um ponto R da reta s tais que o 


ponto M(&: 2) seja o ponto média do segmento AB Determine as 
cnórdenadas dos pontos à e RB. 


Solução 
Seja a a abscissa do ponto à Coma 
à perence à reta r podemos pia a+12, 
substituir suas coordenadas na Pd: ca v 
equação de r PR dis 

x-3y+12=0 ; pio 

a-3y,+12=0 Ecs ando 

a CA 
e a+12 pio; 2-db 
fe 3 3 


Assim, pademas representar q ponto À por. 


a(s: 2502) 
3 


Seja b a abscissa de B. Camo EB pertence à reta s, podemos substituir suas 
coordenadas na equação de s: 


bx + dy -8=0 
5b+3y,-6=0 
6 - 5b 

3 


“A = 


A to 6-&Sb 

Assim, podermos representar B por 8| b; e). para que M seja ponto 
A 

médio de AR devemos ter: 


tf 


3.20) 


18 


Ya ty 
km = 2 E No 
a+12 6-5 
a+b & 3 
= , 
E E 2 


Resolvendo o sislema formado por estas duas últimas equações obtemas. 

a=9eb=3. 

Assim: 

2+12 0412 
3 


ordenada de À = 


=7 


ordenada de E = 


B-% 6-5(3) 
3 


3 
E finalmente: A(9: 7) e B (3 3), 


Sabendo que a equação da retaréx— 4y + 17 = 0, delermine um ponta de 
rcuja distância ao ponto A(8; 2) é igual a das 


Solução 
Seja Pia; b) à ponto procurado. Como 


Per, podemos substituir as coordenadas 
de F na equação de r. 


fP(ab - 17,6) 


X-4y417=0 Nm) 
a-4b+17=0 di 
a=4b-17(1) é AS: 2) 


Podemos então representar o panla P por P(4h — 17; b) 
que à distância enlre A ec hé JM; 


(a a + (yo 4a) = (Va) 


fab-17-8/ + (b-2) =34 


Impomos agora 


Desenvolvendo, obtemos a equação 


b?-12b+35=0 
Cujas raizessão b'= 5 e b'=? 


321) 


3 22) 


Substituindo em (1) temos: 
[b=55a=45)-17=3 
b=7>a=4(7)-17=11 


P"(11;7) 


Temos então duas possibilidades para o 
ponto P. 
P(3,5)e P(11:7) 
rf P(3:5) A(B: 2) 
A reta r de equação x + 2y + k = O intercepta os eixos Ox e Ou nos pontos A 
e B respectivamente. Determine o valor de k de modo que o triângulo OAB 
tenha área igual a 25. 


Solução 


Os pontos A(x,:.0)e B(0;y,) pertencem 


a r; portanto suas coordenadas devem 
satisfazer a equação 


x+2y + k =0 
xa +2(0)+k=0 e0+2y,+k=0 
donde tramas: 


A k 
So aa 


Sendo S a área do triângulo OAB temos: 


(2 


S=|-————— | = 
2 


Portanto: k? = 100 e k = +10 


Consideremos os pontos A(-2: 2), B( 2,4). C(4, 1)e P(1; a). 

a) Determine os valores de a de modo que P pertença a um lado do 
triângulo ABC. 

b) Determine os valores de a de mado que P esteja no interior do triângulo 
ABC. 


Solução 


a) Para que P pertença a um lado do lado ABC, deverá pertencer ao lado 
AB ou ao lado ÃO ( pois P, tendo abscissa 1, deve estar na reta r). 


79 


3.23 


nar 


&e P estiver alinhada com os pontos 
AeB, devemos ter; 


4 y 
2 2 14!-=0 
244] 


7 
o que nos dá. a = z 


Se P estiver alinhado com os pontos 
& e €, devemos ler: 


ER 
I-2 2/1 
Es 


Donde tiramos a = ; 


Assim, para que o ponto P pertença a um lado do triângulo ABC, devemas 


f o 
tera =- OU da=— 
2 


2 


b) Aproveitando o resultado anterior, vemos que, para P seja inlerior ao 
triângulo ABC, devemos ter 


— << da— 


Represente no plano cartesiano os pontas (x: y) tals que: 
x+y-2=0 e x-—-2y-5=0 
Solução 


Como as sentenças abertas x + y-2=D0e6 
x— 2y — 5 = O eslão ligadas pela conjunção e 
devemos procurar os pares ordenados (x, y) 
que satisfazem simultaneamente as duas, 
Portanto, devemos achar a interseção das 
retas re s de equações x ty —-2=0e 
x—2y— 5 = O respectivamente. Determinando 
essa interseção obtemos o ponto Pt3; —1) que 
é a solução do problerna, 


3.24) Represente no plano cartesiano os pontos (x, y) tais que: 


Bo 


x+y-2 =Q DU x—2y-6=0 


Salução 


Neste caso as sentenças aberlas es— 
tão ligadas pela conjunção ou. Portan- 
to, a resposta do problema é a reuni 
ão dos pares ordenados que salisfa- 
zem a primeira senlença com os pares 
ordenados que satisfazem a segun- 
da Assim, sendo ra seta de equação 
x+y-2z20 es a retã de equação 


x-2y-5=0,a resposta do problema é sé 
a reunião das duas retas. 


3.25) Represente no plano cartesiano os ponlos Pí(x; y) tais que 
(x-3y+3) +[4x+ 37-18) =0 
Solução 
Sendo a e h números reais, temos: 
a +b-059a=0 e b=0 
Portanto: 


x-37+3=0 


(x-3y 43) + (4x + 3y-18/ =06 


(1) 
[deep abs 


Devemos procurar pares (x: y) 
que satisfaçam simultaneamente 
as duas equações do sistema (|), 
isto é, vamos achar a interseção 
das retas de equações. 
x-dIy+rã=Dedx+3y -18=0 
Resolvendo o sislema obtemos x 
=dey=2 Assim a solução do 
prablema & o ponto PIS; 2). 


3.26) Delermine as figuras represenladas pelas equações a seguir 


a) (x + 2y)/=(3x- y) biizxey-P=(x-y+2) 
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3.27) 


3.28) 
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Solução 


a) (x+2y) =(3x-y) o 
Ox+2y=3x-y 
(1) 


ou. 


x+2y=-(3x-y) 
O) 


Sendo a e b números reais e n um 
número natural não nulo temos: 


1º) Se n é par: 


a"-b o a=boua=-b 


2º) Se n é impar: 


a"'=b oa-b 


Simplificando as equações (1) e (li), temos: 


(x+2y) =(3x-y/ o 2x-3y=0 


ou 4x+y=0 


Concluímos, então, que a equação 


(x + 2y) = (3x - y) 


representa a união das retas res, de 
equações 2x -3Jy=0 e 4x +y=0, 


respectivamente. 


b) (x+y-D=(x-y+2Po2Zx+y-1=x-y+20x+27-3=0 
Como a equação x + 2y - 3 = O representa uma reta, concluímos que à 


equação (2x + y - DN =(x-y+ AR representa uma reta. 


Qual a figura representada pela equação (x + 2y) (3x - y) (x +2y +3)= 0? 


Solução 


Sabemos quea. b=0 sa=0o0ub=0 


Assim: 


(x+2y)(3x - y)(x +2y+3)=06 


x+2y=0 
ou 

3x-y=0 
ou 
x+2y+3=0 


Vemos então que a equação fornecida representa a reunião de três retas. 


Mostre que a equação 2x? - xy - x — y? + 4y - 3 = 0 representa a reunião 


de duas retas. 


Solução 


Primeiramente vamos lembrar-nos de que, sendo a, b e c números reais 
tcom a 4 O jlemos: 


ax +bx+c=a(x=-x)f- x) | 1) 


Onde x ex” são as raizes do trinômio ax? + bx + E. 
Vamos usar esse resultado para falorar a expressão 
“2x? -xy-x-y + dy- 3", interpretando x como variável e y como 
constante. 
2x -xy-x-oy dy 3520 -(y + 1x ey + ay-3 
n=b? -4ac=(y+1)] a(o) (-y? + dy 3) = 
=yis2y+1+6y] - 22y+ 2d = 
- By? - 30y + 25=(3y- 5) 


[pe 


bB=-ly+1) 
am iavad 


4 


As raizes são dadas pof: 


co DAVE + M2 9-5 (yene(3y-5) 


2a 2(2) 4 
4 4 


E da a fem oe Ao 
4 a 


Assim, de acordo com a fórmula (!) acima lemos: 


2º (ye xe (-y+ dy -3)=2(x -x)= 


= 2[x-ty-1)] x-(-35)]- 
=2(x ye [xe 1-5] 


as 


Assim, concluimos que: 


a 
Dê oyo x-yi4 43-06 2(x ya nas b-S)=00 
x-y+1=0D 
cs - ou 
xao E =O 
2 2 


Portanto, a equação fornecida representa a reunião das relas de equações 


x-y+1=0 e Rr RR 
a GE 
329) Verifique a figura representada por cada equação: 
ax -9y/-0 b)4x? - 24xy + 94? = O 
Solução 


[a + D) = a? + 2ab+b? 
a) Como x? - 9y2 =x? - (ay = 


| (a-bJ = a? - 2ab+ b? 
=(x + 3y)(x- 3y). temos; 


a? -bº=(a+b)(a-b) 
* 97 =00(x+3y)(x-39)-06 
es x+3y=0 ou x-3y=0 


Portanto, a equação x? —- 9? = O representa a reunião de duas relas, 
de equações x + Jy=Da x-3y=0 

b) 4x] -24xy +97) =052x-3y=0 

Porlanlo a equação dada represenla uma rela 


3.30) Vernfique que a figura representa a equação | x] +|y |=2. 
Solução 


Inicialmente, lembremo-nos de que: 


xz20 l|xj-x 
x<0 os|x|=-x 


Vamos, em seguida, considerar 4 casos: 


Bá 


WD] e Deva o | 


Neste Caso temos |x]=xe|y|=y 
Portanto a equação |x |+| y |=2 pode 
ser escrita 
xry=2 

A equação x + y = 2 representa à 
reta rdo desenho (|). Porém, dessa reta 
devemas considerar apenas a parte que 
salisfaz à5 condições 
x2Dhevyz0. 


xs 0ey 20 | 


Agora pademos escrever. 
Ixj=-xelyl=v. 

Assim a equação dada transforma-se 

em. -x+y=2 


29) 


4 (il) 


Esta última equação representa a reta 5 do desenho (ll. Porem, dessa rela 
consideramos apenas a parle que satisfaz as condições x = Dey 2 O 


3] xs0 e yo | 
|xl=-=x 0 |xlely]=2 


Jr SETE 


4) x20 e ys0, 


lxt=x Jxl+ly|=2 


je age 


as 


y 
A figura procurada é a reunião das 2 
partes consideradas nos casos 


(1), (1, (1) e (IV). 


Exercícios Propostos 


3.31) 


3.32) 


3.35) 


3.38) 


3.37) 
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Determine a equação geral da reta que passa pelos pontos (4,-3) 
4 
e (7, —). 
( 3) 


Desenhe no plano cartesiano as retas cujas equações são dadas a seguir 
a)2x-y =0 c)x+1=0 
b)x+3y+3=0 d)y-2 =0 


Determine os pontos onde a reta de equação 4x — 7y + 12 = O intercepta os 
eixos coordenados. 


Dê as equações das retas cujos desenhos temos a seguir: 
a) b) 


Consideremos o triângulo ABC onde A(- 4; 1), B(1; 8) e C(3; — 2). Determine 
a equação da reta que contém a mediana BM 


Determine o valor de k de modo que o ponto P(-s 5) pertença à reta de 


equação (3 - 2k)x + (k — 1)y + - =0 


Consideremos uma reta r de equação ax + by + c= 0, onde a e b não são 


simultaneamente nulos. Qual a condição para que r passe pela origem do 
sistema de coordenadas? 


3.38) 


3.39) 


3.40) 


341) 


3.42) 


3.43) 


3.44) 


3 45) 


3 46) 


347) 


Consideremos a função dada por f(x)= x? - 2x + 5e sejam A e B dois 
pontos do gráfico dessa função, cujas abscissas são respectivamente — 2 e 
3. Determine a equação da reta que passa por Ã e B. 
Determine a interseção das retas cujas equações são 

2x+y-3=0 e 4x-9y+1=0 


Determine os valores de a e b, de modo que as retas de equações 
(b-1)x+(a-2)y-6=0e(a-1)x-(b+1)y-9= 0 sejam concorrentes 
no ponto (3, 1) 


Mostre que as retas de equações x + y —- 4 =0,2x+y-5=0€e 
(a-3)x+(1-a)y + 2a = O se cortam em um sô ponto para qualquer valor 
de a. 


Seja (a, b) o ponto de interseção das retas cujas equações são 
kx-y+3k=0 e x+y-6=0. Determine os valores de k para s quais 
temos a>0eb<0. 
( 4 A ts 
Sendo A| a 2) e (35). determine a equação da mediatriz do 
X ; 
segmento AB. 


Consideremos os pontos F(2:7) e F(8:2) e a reta t de equação 
x- 2y +6= 0. Determine o ponto de t que é equidistante de E e F. 


Consideremos as retas r e s cujas equações são respectivamente 
2x- ?y +21=0e 2x + 3y- 3= 0. Consideremos ainda um ponto E na reta r 
e um ponto F na reta s tais que o ponto M(5; 2) seja o ponto médio do 
segmento Er. Determine as coordenadas dos pontos E e F. 


Consideremos o ponto o(s; 5) eareta s de equação 2x —- y + 4 =0. 


Sejam E um ponto de s e F um ponto da bissetriz dos quadrantes pares, de 


modo que o ponto F divida o segmento orientado EDna razão r = 2. 
Determine as coordenadas do ponto E. 


Determine a área do triângulo sombreado na figura abaixo. 
: C 
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3.48) Desenhe no plano cartesiano as figuras representadas pelas equações' 
a(x-2y+5/+(x+y-1)=0 
b)(3x- y- 2) =(x+y) 
c)(x-y A =(2x+y) 
(x -2y-D(x-y-M(x+y)=0 
ejjx)+2I|yI=2 
Dix-1]-2y =0 


g)Ix-yl|=2 
3.49) Verifique a figura que representa cada equação: 
a) x) -y? =0 d) 9x2 -6xy +y? =0 
b) x2+y/=0 eJ2xX2 -2yº -3xy -x+7y-3=0 
o x-y'=0 


3.50) Sejam M e N os pontos médios das 
bases de um trapézio Sendo E o 
ponto de encontro das diagonais e F o 
ponto de encontro dos prolongamentos 
dos lados não-paralelos, mostre que 
os pontos M, N, E e F estão alinhados. 


88 


Capitulo | | 


Formas da equação da reta 


4.1 - COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA 


Consideremos inicialmente uma reta r não-paralela ao eixo Ox e seja Po 
ponto onde r corta o eixo Ox. 


Fig. 4.1 Fig. 4.2 Fig. 4.3 


Seja O a medida em radianos do menos ângulo pelo qual deveriamos “girar” 


o eixo Ox em torno de P e no sentido anti-horário para coincidir com r. À esse 
ângulo damos o nome de inclinação da reta 


Se a reta r for paralela ao eixo Ox diremos que sua inclinação é nula. 


Da definição decorre que: Ee. 


0<0<z| 


Fig. 4.4 


Sendo 0 a inclinação de uma reta r, damos a seguinte definição: 


O coeficiente angular da reta r é o número m dado por. 


m = tgê 
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m=195 =V3 m=igi=— 


Fig. 4.5 Fig. 4.6 


Devemos observar que, se a reta Fr 
for perpendicular ao eixo Ox, ela não te- 


é aa pel a E x 
rá coeficiente angular, pois não existe > 


figura 4.8) 


Quando O é agudo, o coeficiente angular é positivo (por exemplo, ver 


igura 4.5) e quando Bé obtuso, o coeficiente angular é negativo (por exemplo, ver 
figura 4.6). 


Consideremos duas retas re s não-perpendicuares ao eixo Ox. Neste caso, 
vale a pena notar que: 


a) Seres são paralelas, devem ter a mesma inclinação e o mesma 
coeficiente angular. (fig. 4.9) 

b) Se re s são concorrentes, devem ter inclinações diferentes e 
coeficientes angulares dife-ferentes. (fig. 4.10) 


Fig. 4.10 


Observações: 


12) O coeficiente angular pode ser chamado também de declive ou declividade. 


22) Alguns autores usam a palavra inclinação como sinônimo de coeficiente 
angular. 
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4.2 - TANGENTE DE UM ÂNGULO 


Vamos recordar como se calcula a tangente de um ângulo usando o 
triângulo retângulo. 
Considerando o triângulo retângulo da figura 4.11, temos 


— Cateto oposto 
cateto adjacente 


tgo a 
c 


Vamos recordar ainda que, se 
aelsão dois ângulos suplementares 


(fig. 4.12) temos: 


Exemplos 


a) Para o caso da figura ao lado te- 
mos: 


&|s5 
B E 
12 
4 
b) dd) ; B 
4 
grs 
O Co 
10 


4.3 - DETERMINAÇÃO DE m CONHECIDOS DOIS PONTOS 
Sejam Alx,: yaje B(xg: ya)dois pontos distintos pertencentes a uma 


reta r. Suponhamos inicialmente que r não seja paralela a nenhum dos eixos 
coordenados e seja m o seu coeficiente angular. 
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Fig. 4.14 


Para o caso da figura 4.13 temos: 
m = tgô = Ye YA 
Xa — Xa 
e para o caso da figura 4.14. 


m =tg0=-tga = -J8 Ya - YacYe 


Xana -Xa XX 
Portanto, para os dois casos podemos escrever: 


m= JB TJA . JaTYs (4.1) 
Xp — Xa - Xp 


É fácil verificar que as fórmulas 
4.1 continuam válidas para o caso em 
que r é paralela ao eixo Ox. 


Exemplos 


a) Dados A(4; - 3) e B(1: - 7), o coeficiente angular da reta que passa por A e B é: 


92 


b) c) 


Ep «sore 
ge O 


4.4 - EQUAÇÃO REDUZIDA DA RETA 


Seja r uma reta não perpendicular ao eixo Ox, cujo coeficiente angular é m e 
cuja interseção com o eixo Ou é o panto A(Ô, n). Consideremos um ponto P(x; y) 
qualquer de r, distinto de A. 


Temos: 
y-n 
x 


m = 


A equação 4 2 chama-se equação reduzida da reta r, onde: 


[m = coeficiente angular da reta 
In = coeficiente linear da reta 


Na dedução da equação 4.2 fizemos P É A. No entanto é fácil verificar 


que ela vale também para o ponto À 
Devemos observar que retas perpendiculares ao eixo Ox não possuem 


equação reduzida. 

Consideremos uma reta r, não perpendicular a Ox, cuja equação geral é 
ax + by + c=0e cuja equação reduzida é y = mx + n. Se r não é perpendicular a 
Ox, temos b% 0 e, portanto: 


ax+by+c=0oby=-ax-cesy=- 


Concluimos então que: 
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Exemplos 
a) Consideremos a reta cuja equação geral é 12x — 4y + 7 =0. Para 
obtermos sua equação reduzida, “isolamos” y: 


& 7 
12x -4y+7=00 dy=ctix Toya TÊx d ya 


Portanto a equação reduzida da reta é y 


y=3x+ i . Seu coeficiente angular ém = 3 e seu 
7 Tia 
coeficiente linear é n = Z / 


to 


b) Seja a reta de equação geral 5x + 9y — 11 = 0. De acordo com a fórmula 


4.3, temos que o coeficiente angular da reta é: 
5 


m=-= 


9 
Exercícios Resolvidos 
41) Dêo coeficiente angular de cada reta abaixo: 


a) b) 
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42) 


4.3) 


) 


Solução 


— 


a) m = Ig60º = 3 


J3 


b)m=tg150º=-— 
) g 3 


c) Consultando a tabela do final do livro temos: m = tg40º = 0,8391 


fm=0 


Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos M(5; —1) e 
D(—4. 8). 


Solução 


Determine o coeficiente angular m e o coeficiente linear n das retas cujas 
equações são dadas abaixo. 


XxX y 
a) 2x - 3 5=0 d)-->-1=0 
) Vie 5 3 
b)x=4y-6 e) 4x - 5y =0 
c)2x -3=0 
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Solução 


a) De acordo com a fórmula geral 43, podemos dizer que o coeficiente 
angular da reta de equação geral 2x — 3y +5=0 é 
Br Sê 


Eat 


O coeficiente linear n é a ordenada do ponto onde a reta corta o eixo Oy. 
Fazendo x = O temos: 


2x - 3y +5=0 
2(0) -3y +5=0 
5 


da 


Portanto n = E 
3 


Outro modo de resolver o problema é passar da equação geral para a 
equação reduzida: 


2x -3y+5=065-3y=-2x-5 o y= 


X + 


3 e om 
32 €e vlw 


Portanto: m .2 en E) 
3 3 


b) x=4y-Body-x+6oy=ix+o 


Assim: m = 


)2x-3-00x=5 


Esta reta é perpendicular ao eixo 
Ox e portanto não tem coeficiente 
angular nem coeficiente angular. 


d) beto had ADQmEto 
2 3 2 2 
bra 3 
Assim: m= = en=-3 


44) 


e) 4x -5y= 005 5y=4x0y- 5x 


4 
Portanto: m = 5 e n=0 


Dê as equações reduzidas das retas desenhadas abaixo. 


Solução 


a) A rala cora à eixo Qu no ponto de ordenada iguala = 10 
Portanto. n=—10. Do desenho tiramos que o coeficiente angular m é: 


AESA = 

mes == 

12 4 

Assim, a equação reduzida y = mx —n pode ser escrita: 

5 

=—x— 10 
dic 

b) n=z& em E ds ortanto a equação resumida é: 5 x +8 
= =—"—— = ——— Ê =-—-— E + 
20º 10” iai To 


Exercicios propostos 


43) 


4.8) 


47) 


Determine o coeficiente angular da rela AR em cada caso: 

3 | 1 —é) 
a) M-É,5)je B(4;-1 bJA[0:-5 B[2-4 
) AM(-5.Sje B(4,-1) ja(0:-5) e e(5:4) 


Dê a equação reduzida de cada uma das retas a seguir: 


ajdx—- By +21=0 0 4x+9=0 
p=. =0 dj8x+ 15y=0 
2 "5 á 


Determine q coeficiente angular im) e o coeficiente linear (n) das retas cujas 
equações são dadas a seguir 


EF 


dx 
aJ)3x=6-7 o) — -v=6 
) y 15 y 
b)5x+9y+1=0 a6=-9+ 2 


4.8) Dê as equações reduzidas das retas desenhadas a seguir: 


a) 


4.9) São dados os pontos A(4; — 3) e afo : 5) Determine os valores de a de 


modo que a reta da equação (a? -Ix+(a?+1)y-1=0 tenha o mesmo 


coeficiente angular da reta ÀB. 


4.10) A reta r tem coeficiente angular igual a 2 e corta o eixo das ordenadas no 
ponto (0; — 5). A reta s tem coeficiente angular igual a 3 e corta o eixo das 
ordenadas no ponto (0; 4). Determine a interseção de re 5). 


4.5 - EQUAÇÃO DA RETA CONHECIDOS m E UM PONTO 


Consideremos uma reta r não-perpendicular ao eixo Ox, da qual co- 
nhecemos o coeficiente angular m e um ponto A(x,; ya). Consideremos sobre r 


um ponto qualquer P(x; y), com P £ A. Temos então 
y . 


medo ua) 


X=Xa denis 


ou 


y-ya=m(x-xX) (4.5) 


Para podermos escrever a equação 4.4 admitimos P É A. No entanto, a 
equação 4.5 vale também para P = A. 
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Exercicios Resolvidas 


4.41) 


4.12) 


Determine a equação da reta que passa pelo ponto a) (2: 3) e tem 
coeficiente angular m = 7. 


Solução 


De acordo com a equação 4.5 lemos: 
Yo ya=m[xo xa) 
v-3=PF(x-2) 
y=7x-11 


Determine a equação da reta que passa pelos pontos A(d; 4) e B(5; 9). 
Solução 


1º moda 


Podemos «esolver este problema como fizemos no capitulo 3, usando a 
condição de alinhamento: 


x y 1 
3 4 11=0 
54 q 
Desenvolvendo o delerminante obtermos 
Sx—-2y- 7 =Q 


2º modo 


Uma aulra maneita de resolvermos o problema é, em primeiro lugar, 
calcularmos o coeficiente angular da reta: 


Em sequida usamos a equação 4.5: 
v=yacm(x- xs) 
5 
—-8=>(x-3 
y 5x3) 
Simplificando esta ultima equação obtemos: 
Sx— 2y= 7 =0 


Poderiamos também ter escrito: 
Y— Ya =m(x-xXa) 


& 
—B=—(x-5 
y hs = 5) 

obtendo a mesma equação: bx— 2y - 7-0. 
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4.13) Consideremos uma reta r de equação y = 4x - 3 e um ponto a (6; -1). 


4.14) 
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Determine a equação de uma reta s que passa por À e é paralela à reta r. 
Solução 


A reta r, de equação y = 4x — 3, 
tem coeficiente angular m, = 4. 
Seja m, O coeficiente angular da 


retas. Comos ersão paralelas, 
devem ter o mesmo coeficiente 
angular: s 


T 


Portanto, podemos determinar a equação de s usando a fórmula 4.5: 
y-ya=m(x-xa) 
y-(-1)=4(x-6) 


Simplificando obtemos: y = 4x -— 25 


Num triângulo ABC, os pontos M(7; 2), N(8; 6) e P(4; 5) são os pontos 
—s es — 

médios dos lados AB, BC e AC respectivamente. Determine as equações 

das retas ÁB, AC e BÊ. 

1º moda 


Uma maneira de resolver este problema é, usando as fórmulas do ponto 
médio, determinarmos as coordenadas de A, Be C (como foi feito no 
capitulo 2). Em seguida determinamos as equações pedidas. 


2º modo 


Uma outra maneira de encaminharmos a solução é lembrarmo-nos da 
propriedade da Geometria Plana que nos diz que o segmento que liga os 
pontos médios de dois lados de um 


triângulo é paralelo ao terceiro lado. Na Pa 
figura ao lado, supondo que M seja O 


ponto médio de AB e que P seja o ponto Mp R 

médio de AC, podemos afirmar que MP é o 
paralelo a BC. Vamos usar essa 

propriedade para resolver o nosso B C 
problema, 


A reta MP tem coeficiente angular m dado par: 


B N G 
A reta BC é paralela à reta MP e portanto ambas têm o mesmo coeficiente 
angular m = — 1. Além disso a reta BC passa pelo ponto N Usando a 
fórmula 4.5 podemos escrever a equação de BC - 


Y-yN=M(X—xa) 
y-6=-Yx-8) 
y=-x+14 


Procedendo de modo análogo, podemos obter as equações de AC e 
AB que são, respectivamente 


1 1 
=4x-11 e =—X + - 
y y 4 4 


4.15) Consideremos as retas r, s e t cujas equações são, respectivamente, 


y=4x-1, y=-3x+2 e y=5x+(3k- 7). Determine k de modo que 
as retas se cruzem em três pontos distintos. 


Solução 


Pelos coeficientes angulares percebemos que, entre as retas dadas, não há 
nenhum par de retas paralelas nem coincidentes (os coeficientes angulares 
são todos distintos). Portanto, para essas três retas, só há duas 
possibilidades: ou elas passam todas por um mesmo ponto (figura a) ou 
corlam-se em três pontos distintos (figura b). 


s 
Fig. a Fig. b 


O problema pede a situação da figura b. Vamos então, em pnmeiro lugar, 
determinar a interseção das retas re s, resolvendo o sistema 
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y= 4x1 
y=-3x+2 P 
e obtendo o ponto pf3 : 5) 
(7 7) 


s 


Devemos agora garantir que o ponto P não periença a reta t, isto é, suas 
coordenadas não devem satisfazer a equação y = 5x +(3k — 7): 


"Pa 5xp+(3k - 7) 
E (5) + (3k — 7) 
vi 7) 
Simplificando esta desigualdade obtemos: 


39 


k = — 
21 


Exercicios Propostos 


4.16) Determine a equação da reta que passa pelo ponto A(3; -4) e cujo 


so: 1 
coeficiente angular é igual a — 3º 


; 1 
4.17) Determine a equação da reta que passa pelos pontos MS: 1) e MB: 


4.18) Determine as equações das retas cujos desenhos são dados a seguir: 


a) b) 
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4 19) 


4.20) 


4.21) 


4.22) 


423) 


4.24) 


Consideremos uma reta t de equação 2x - 5y +1=0 e um ponto 
D(3;-4) Determine a equação da reta s sabendo que ela passa por D e é 
paralela a t. 


Determine os valores de k de modo que as retas de equações 
y=(3k&-1)x+1 e y= (k? — 4k + 9)x + 7 sejam paralelas. 


As setas r. s e t têm equações2x-3y +1=0,x+3y-6=0e 
4x -y + 2= 0. Determine a equação da reta que é paralela à reta re que 
passa pela interseção das retas se t. 


Determine a equação da reta que passa pelo ponto A(v3 ; 4) e é paralela 


à bissetriz dos quadrantes pares. 


Mostre que o quadrilátero ABCD |, onde A(-2:-5), B(2:6). C(4:7) e 
D(O ; -4) é um paralelogramo. 


(Sugestão: Mostre que AB 4 CD e AD4 BC) 


No paralelogramo ABCD, são dadas as equações das retas que contêm os 
lados AR e BC: 

AB 5x+y-2=0 

BC 3x-2y-1=0 
Sendo D(-2: 0) determine as coordenadas de Ae C. 


4.6 - EQUAÇÃO SEGMENTÁRIA DA RETA 


sa pela origem e intercepta os eixos Ox e Ou 
nos pontos P(p:0) e Q(0;q) respectivamente 
(observe que devemos ter Pz0e Qz0). Para 


obtermos a equação dessa reta podemos recorrer 
à condição de alinhamento: 


Consideremos uma reta r que não pas- 


Desenvolvendo o determinante obtemos: 
+0x + py —- pq=0 
Dividindo todos os termos por pq: 
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ou ainda: 


A equação 4.6 é a equação segmentária da reta r. 
Exemplos 

a) Consideremos a reta cuja equa- 
ção segmentária é 5* 3º 1. Como o 


denominador de x é 2 concluímos que a 
reta corta o eixo Ox no ponto de abscis- 
sa 2. Como o denominador de y é 3, 
concluímos que a reta corta o eixo Ou no 
ponto de ordenada 3. 


b) A equação segmentaria da reta s 


ER 
-5 2 


| Observemos mais uma vez que uma reta, para ter equação segmentária, 
ve cortar os dois eixos em pontos distintos, isto é, não pode passar pela origem 


do sistema de coordenadas e não pcde ser paralela a nenhum dos eixos. 


Exercícios Resolvidos 


4.25) Determine a equação segmentária da reta cuja equação geral é 
bx + 6y -30=0 


Solução 
1º modo 


Vamos determinar os pontos onde a 
reta corta os eixos. 


5x + 6y -30=0 
x=055(0)+6y-30=065y=5 
y=0055x+6(0)-30=005x=6 
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2º modo 


x ox  6y 3 x 
cd ad o AE TA 


4 26) Determina a equação segmenlaria da rela cuja equação geral é 
Ex - 20y - 15=0 


Solução 
Vamos resolver este problema apenas pelo 2º modo 
Ay 
GR AUy = =0) ed Spa is co a 6 -1ó5 
e 
+ =1 
| 


há un|x 


Exercicios propostos 


427) Ohtenha as equações segmentárias das retas Cujas equações são dadas 
abaixo: 


ajáx+ 7/y-28-=0 
b) 3x- 40y - 4=0 


cly=3x-1 
d) 4x — 9y = 0 
4.28) Dê as equações gerais das retas cujas equações segmenlárias são dadas a 
seguir: 
E dE Pp se 
a) pe - a 1 b) ; rs 1 
Ee ES | 


105 


4.7 - EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DA RETA 


As três formas da equação da reta que vimos até agora (geral, reduzida & 
segmentaria) têm algo em comum, através ce uma única equação relacionamos 
as coordenadas de x e y de um ponta genérico da reta. Porém, em certos casos, 
pode ser vantajosa expressar as coordenadas x e y em função de uma terceira 
variável chamada parâmetro. Obtemos assim as chamadas equações 
paramétricas da reia. 


Exemplos 


a) Consideremos a reta de equações paraméiricas 
[x =1+1 
ly=2t-1 


Aqui eslamas expressando as coordenadas x e y de um ponto qualquer da 
reta, em função do parâmetro t. Poderemos (se quisermos) fazer o desenho da 


rela atribuindo valores arbitrários a t. Por exemplo, vamos alribuir a t 05 valores O 
a: 


x=0+1=1 


1=0 Para t= 0 opontoé(1,-1) 


RE 


Zx=1+1=2 


t=1 Parat=1o0 ponlo é (2,1) 


PR 


Se quisermos, poderemos lambém 
obler a equação geral da rela “eliminando” 
à parâmelro É Para isso vamos isolar O 
parâmelro t em uma das equações e 
subsliluí-lo na quira: 


x=t+1l51=%-1 


Subslituindo na equação y = 21-71 oblemos:; 


y=2(x-1)-1 
ou 2x-y-3=D 
b) Consideremos a reta de equações paramétricas 
x= 31-71 
y=2t+1 
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e vamos obler sua equação geral 


x=3-1ote “a 
3 
Substiluindo em y = 2t-—- 1 obtemos; 
(x + 1) 
=2 Sa 
nes ST 


au Zx—- 37 +5=0 


c) Seja a rela de equações paramétricas 


x-2 


x=l+Zot- 


, B 
Substitundo em y = 3! + 3 obtemos: 


E Ea 
a 5 ) 


K| q 


ou 2x —- 3y + 58=0D 


Observenos os exemplos bh e c acima. Reparemos que para dois pares 


diferentes de eguaçães paramétricas 
ix = o 1 | = E +. 7 
ly = |y = 3! + a 


obtivemos a mesma equação geral, isto &, aqueles dois pares de equações 
paramétricas representam a mesma reta, 

Com estes exemplos quisemos mostrar que uma única reta admile uma 
infinidade de pares de equações paraméftricas do tipa 


Íx=at+p 
y=qt+p 


onde a, q, |. e 0'são números reais lais que & e q' não são simultaneamente 
nulos, 


Exercicios Resalvidos 


4.30) Obter a equação geral de cada reta a seguir, dadas por suas equações 


paramélricas. 
= = & 
a) x=2+ 5 b) x 
yv=-31+1 v=81-1 
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Solução 


- 5 
a) x=2t+5co t= 52 


Substituindo na equação y = -3t + 1 obtemos; 


- 5 
y=-3 É a 1 

ou 3x +27 -12=0 
bh) Neste caso lemos x = 5 para y 

qualquer valor de y Portanto 

trata-se da rela paralela ao eixo 

Ou cuja equação geral é: 

x -5=0 mm 
D 5 x 


431) Obtenha um par de equações paramétricas para a reta cuja equação geral é 
dx -3Jy +5=0 


Solução 


Como já chamamas a atenção, estre problema tem infinitas soluções. Para 
obter uma solução, substituimos a variável x por uma expressão do tipo 
at + 6. Façamos, por exemplo: 


x=6t+9 
Substituindo em 4x - 2y + 5 = oblemas: 
4(8t+9)-3y+5=0 
241 + 36 -9y + 5=0 


41 
=Bt+ — 
é 3 
Assim, um par de equações paramétricas da reta dada é: 
Íx=6t+9 
41 
ly =8t+ — 
vá 3 


4.32) Consideremos uma rela cujas equações paraméiricas são 
fx =ot+B 
ly=ot+ | 


Mostre que a reta passa pelo ponto (p: p) 
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Solução 


Fazendot = O nas equações dadas, cbiemos: 
[x = (0) + f' = fi 
ly=u(o)+ p= 


Portanto um dos ponto da rela é (PP: p') 


[x=at+f 


, é um par de equações paramétricas de uma 
ly=et+f 


4.33) Suponhamos que : 


Po E u 
rela, tal que a + O. Mostre que o coeficiente angular m da rela é m = — 
u 


Solução 


x-| 


x=al+Best= 
Substituindo em y = «ll + [" oblemos: 


Y= or(=8) AE pp Lx e cê + pn 


a 
Portanto m =— 
LR) 


x=4+7 


434) Um dos pares de equações paramétricas de uma reta &: N =B1=8 


Determine seu coeficiente angular. 
Solução 
Usando um resullado do exercicio antenor temos. 
mê 
4 2 


Exercicios Propostos 


4.35) Dadas as equações paramétricas, obtenha a equação geral de cada reta a 


seguir: 

x=-5t+2 x=Bt+9 
) bh) 

y=4d4t+3 y=-? 
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4.36) Dada a equação geral, obtenha um par de equações paramétricas, usando a 
substituição sugerida em cada caso a seguir, 


aJ6x -by+2=0 x=2t-1 
D)6x-5y+2=0 y=d4t+10 
c)10x-y +1=0 x=3t+2 


4.37) Consideremos uma reta de equações paramétricas 


[x=-31+9 
ly =44-1 
Determine seu coeficiente angular. 


4.38) Obtenha a interseção das retas r e s dadas por suss equações 
paramétriças: 


E : 


[x=-2t1+3 
à (5); á 
y=-2t+ | 


ye2+1 
4.39) 


Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrilátero convexo são 
vértices de um paralelogramo. 
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Capitulo 


o 


5.1 - INTRODUÇÃO 


Posições relativas 
de duas retas 


Sejam re s duas retas contidas em um mesmo plana. Diremos que: 


a) 


b) 


e) 


re s são concorrentes se e so- 
mente se, elas têm apenas um 
ponto em comum, isto é: 


rns=tA] 


onde o ponto À é o ponto de 
interrogação. 


res são paralelas se, elas não tem 
nenhum ponto em comum, isto é, 


rns=90 
Para indicar que re s são paralelas, 
escreveremos: 
rits 


res são coincidentes se, são a 
mesma reta, isto é: 


rzs 


a 
Pd 


Dada uma reta r de um plano cartesiano diremos que: 


a) r é vertical se, e somente se, 


r é paralela ao eixo Oy (ou 
perpendicular ao eixo Ox. 
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b) ré horizontal se, e somente 
se, ré paralela ao eixo Ox. 


Observação 


Para alguns autores, duas retas r e s de um plano são paralelas, se é 
somente se, 


rns=B ou r=s 


Assim, para esses aulores, as retas coincidentes constituem um caso 
particular de retas paralelas. 


5.2 - RETAS PARALELAS 


Consideremos incialmente duas retas r e s não-verticais, cujas equações 
reduzidas são: 


():y=mx+a, 


(S):iy=mx+n, 


Conforme já destacamos no ca- 
ulo 4, para que as duas retas se- 
s paralelas, devem formar o mesmo 

ângulo Bcom o eixo Ox e, portanto, 
devem ter o mesmo coeficiente angular 


(mas coeficientes lineares diferentes). 
Assim, devemos ter: 


[m=m] e 


No caso em que as retas res y i | 
são verticais, são também paralelas e 
ambas têm equação do tipo 


x = constante 
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5.3 - RETAS CONCORRENTES 


Consideremos agora r e s retas não-verticais e concorrentes, cujas 
equações reduzidas são: 
y h 
(r):y=mx+n, 
(s):y 


=m,X+hN, 


Neste caso os ângulos formados por 
res com o eixo Ox devem ser distintos 


(04 a) e portanto as duas retas devem ter 
coeficientes angulares distintos. 


[m, = m, | 


Quanto aos coeficientes lineares, po- 


dem ser distintos (como na figura 5.3) ou 
iguais (como na figura 5.4 


Caso uma das retas seja vertical, para 


que sejam concorrentes basta que a outra 
reta não seja vertical. 


5.4 - RETAS COINCIDENTES 


Sendo r e s retas 
não-verlicais, de equações 
reduzidas. 


()iy=mx+m, 
(s): 


y=mx+n, 


Fig. 5.6 


Para que sejam coincidentes devemos ter obviamente: 


- E 
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5.5 —- RESUMO 


Sejamre s retas cujas equações reduzidas são: 
(o y=mx+n, 
(s)'y=mx+n, 


Temos então: 


a) EM, = m, | 


Neste caso re s são con- 
correntes, isto é: 


rns=tA! 


) [m=ma)e [men 


Neste caso re s são pa- 
ralelas; 


ris 


Neste caso re s são co- 
incidentes: 


Exercícios Resolvidos 


5.1) Dê a posição relativa das retas re s em cada um dos casos seguintes: 
K 5). y=4x+2 

(s): y=4x-9 

ni e 2x+5y-2=0 

| 3x-9y+7=0 

Fi 8x +6y+2=0 

): 12x +9y+3=0 


Er 
(s) 
alo 
“es 


Solução 


a) As retas têm o mesmo coeficiente angular (m = 4) porém coeficientes 
lineares distintos (2 e -9). Portanto são retas paralelas. 
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5.2) 


b) (1)/2x+5y-=0 (5). 3x-9y+7=0 


Re RR 
r SG * 9 3 

Aqui lemos m, = m, e portanto as retas são concorrentes. 

c) (1) Bx+6y+2=0 [8):12x+9y+3=0 

Gy =-Bx 2 dy=-12x-3 

pai Bau sd 

E RO 3 3 

Como vemos, as retas têm o mesmo coeficiente angular m = 4 eo 


] 1 o rato 
mesmo coeficiente lingar n = -3 . Portanto, são retas coincidentes. 


Vamos dividir tados os lemos da equação 8x+ 6y+2=0Opor 2 
obtendo “4x + dy + 1= 0" Em seguida, vamos dividir todos os termos 
da equação 12x + 9y + 3=D por 3 oblendo novamente a equação 
“dx a 3y+ 1=0". Com isso, queremos destacar que, quando duas 


retas são coincidentes mediante divisões ou mutiplicações “con- 
venlentes”, podemos conseguir que as equações das retas fiquem 
iguais. 


Determine os valores de a para as quais as retas de equações 
ax+3y+1=0 e 12x +ay +2=0 são paralelas, 


Solução 
try ax+ 3 +1=0 
(sy l2x+ray+20=D 


Suponhamos inicialmente À * O. Assim, 05 coeficientes angulares das retas 
res sado: 


a 12 
Mm, =—— e m-— 
3 a 
enquanto os coeficientes lineares são: 
n = ] e n, = Ê 
E 3 a 


Para que re s sejam paralelas, devemos ter 
Mm, =m, (1) 
E n, =, (H) 


À condição (l)nos dá: 


ou aah. 
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3.3) 


vs 


A condição (ll) & -5 = 2 


Para a = 6, a condição (Il) tica: 1: * É (falsa) 


Para a = 6. a condição (Il) fica: - * é (verdadeiro) 


Ássim. apenas o valor a = & deve ser aceito. 

Finalmente, admitindo a = 0, as equações de re 5 ficariam: 
(rj): 3y+1= O 
(5): 12x +2=0 


e obviamente não seriam paralelas. Assim. a resposta do problema é 3 = 6 


Estude, segundo os valores de a, as posições relativas das retas re s dadas 
pelas equações: 


(r)ila+2)x+ 4y+4=0 
(s):(2a+1)x+(a+3)y+5=0 


Solução 


Suponhamos inicialmente a + 320, isto é, a =-3 Assim temos: 


ae a+2 a 2a +41 
ia q Sal 
no= E are n = 
4 E “Rea 
Mm =m, psi O e nes soa 
4 a+3 


Partanta: 


t)paraa=1ftemosm =m, en *hn, e porlanto as retas são paralelas. 
2) paraa=2temosm =m, en, =n, e assim as retas são coincidentes. 


3Yparaazieas2 teremos m, + m,e as retas são concorrentes. 


Finalmente, vamos analisar a possibilidade a + 3 =0 


Visto é 9 = 
Substituindo nas equações dadas obtemos: 


84) 


(r):-x+ 4y + 4=0 | 


([s):-5x+5=0 5 É vertical 

ISstô significa que, para à =-3, as retas Serão concorrentes 
Em resuma, temos: 

azleazãºor es são concorrentes 

a-1 ora s são paralelas 

a=2 or e s são coincidentes 


Mostre que as refas re s de equações 
(r) (2a+1)x+(2-0)y+1=0 
(s) (a+2)x+(a+ )y+3=0 


são concorrentes para todo a € 


golução 
Suponhamos inicialmente a —- 12402 a +14 20 islo é azie 
as- 41. Temos então: 
22 +41 a+? 
— [= mM, = — 
a-1 a+1 


Vamos verificar se é possivel ocorrer m, = m,: 


led a mod 


a-1 a+1 


m=m, o - 


Calculando o discriminanle desta última equação qbtemos; 
A=2º-d(1)(3)=-8 


Portanto, como A < O a equação a? + 24 +3=0 não possui raizes reais; 
então “m, =m,” não pede ocorrer. Assim. teremos m am, e as retas 
serão concorrentes para qualquera (coma s 1 e az 1) 


Vamos analisar agora os casosa = | e a=- 1 Paraas= 1 as equações 
deres ficam: 


(1): 3x +1=0 
(s): 3x+2y+3=0 
e é óbvio que re s serão concorrentes. Para a = —Í, as equações de re s 
ficam: 
(1): -x-2y+1=0 
(8): x+3=0 
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5.0) 


5.6) 
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e é fácil concluir que novamente re s serão concorrentes 


Em resumo, para qualquer ae asfretasres serão concorrentes 


Determine o valor de k de mado que a representação gráfica do sistema 


dx - 5y +1=0 tj) 
ax + ky + 7=0 (11) 
seja um ponto. 


Solução 


O que o problema pede equivale a dizer que as retas cujas equações são 
(1) e (11), devem ser concorrentes. 


Suponhamos inicialmente k £ O. Assim: m, > m, 


Analisemos agora o caso k = 0. Subsliluindo nas equades dadas temos: 
[4x - 5y+1=0 
[3x +7=0 


e é fácil verificar que estas equações representam relas concorrentes. 
Em resumo, para que a representação gráfica da sistema seja um ponlo. 


basla que k = - 


Determine o valor de k de modo que a representação gráfica do sistema. 


[ax -(k+2)y+1=0 (1) 
[lk+3)x-14y+2=0 EM) 
seja uma reta, 


Solução 


Para que o sislema represenle apenas uma reta, as retas cujas equações 


são (l) e (!l), devem ser coincidentes. Supondo inicialmente k + 270, 
temos: 


4 1 
My = me p= ——— 
k+2 K+2 
k + 3 He coa 2] 
(= 1 =— = — 
14 14 7 


Assim, para que as relas sejam coincidentes devemos ter m=M,.& =p 


m=m, o =—— o k=5ouk=-10 (1) 


1 


NA 


K=5 (Iv) 


Para salisfazer simultaneamente as condições (Ill) e (IV), devemas terk = 5. 


Analisemos agora a possiblidade k + 2 = 0, Istoé, k = -2. Substituindo nas 
equações (|) e (Ill), obtemos: 


[4x +1=0 
|x-14y+2=0 


Estas duas úllimas equações não representam retas coincidentes. Portanto, 
para salisfazer a condição do problema, devemos ter apenas k = 5. 
Exarcícios propostos 


5.7) Diga as posições relativas das retas re s em cada um dos casos abaixo. 


a(r) fx +y-2=0 (=):3x-2y-1=0 
b)(r)x-y-3=0 (5):2x-2y+3-0 
ej(rjiax+y-1=0 (=): x-ay+1=0 
dj (r)iax+ 2Zay -5=0 (s)ix+2y-5=0 


5.8) Para que valores de a as retas de equações ax +3y-6-=-0 e 
t2x + ay —- 12 = 05ã0 paralelas? 


5.9) Para que valores de k as retas de equações kx-2y+6=0 e 
x+y- 3=0 são concorrentes? 


5.10) Estude, segundo os valores de k, as posições relativas das retas re s de 
equações: 


(r)(k-2)x+3y+1=0 
(s)]:kx+[k+2)y-k=0 


9.14) Estude, segundo os valores de k, as posições relalivas das retas re s dadas 
por: 
(nr) (k-1)x+5y+2k=0 


(5): 3x+(k+1)y+8=0 
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8.12) Mostre que, para todo k, as retas de equações 
(ka x+y+k=0 
ls) (2k+ Dx+fk+2)y-1=0 


são concorrentes. 


5.6 - POSIÇÕES RELATIVAS E EQUAÇÃO GERAL 
Consideremos duas retas re s cujas equações reduzidas e gerais são: 
fr): y=ma+n, (r)iax+by+0e,=0 
(s)iy=mx+n;, (s)jlax+by+c,=0 
Suponhamos ainda à, = 0 b, <0.c, = 0. 


a 
Lembrando que m = E en= + temos: 


fas , a a 
a) À condição m, = m, pode serescrita -—1 =-“2 ou, ainda 2 = 2 
2 b b, 
1 2 1 
icã i 1 C : à as Dá 
b) À condição n, =n, pode ser escrita - = — ou, ainda — = e 
1 2 o 


Em resumo: 
(rlax+by+c=0 
(sjiax+b;y+c,=0 


a b o 
190 » EE - res são concorrentes 
E) 2 
a b > É 
MIlsles10—+ressão paralelas 


res são coincidentes 


Exemplos 


a) Conskleremosasretas deeguações 4x — Jy + 7=0 e 8x-Ey+1=0, 
Temos: 


Portanto as retas são paralelas. 
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b) Consideremas as relas de equações 2x + 3y + 1=D e Bx+7y+r2=0. 
Temas 


Ponianto as retas são concorrentes, 


c) Consideremos o problema 52 OQ problema pede para determinarmos 
os valores de a de modo que as retas de equações ax + 9y + 1=0 
e i2x+ay+2=0 sejam paralelas. Supondo inicialmente a =z0, 
podemos colocar. 


A condição E =— nos dá a= +65, Porém a possibilidade a = 6 não serve 
B 3 
pois teriamos — = E = 

Analisando agora a possibilidade a = O, fazemos as substiluições nas 
equações dadas obtendo: 


S 
a 
> Ficamos apenas com a= +&. 


dy +1=0D 
12x +2=0 


Estas duas Ultimas equações não representam relas paraletas. Portanto, o 
único valor que nos serve é 2 = —6. 


5.7 — RETAS PARALELAS E EQUAÇÃO GERAL 
Consideremos duas retas paralelas re s cujas equações gerais são: 
(r):ax+by+c=0 
(s)j:ax+by+c,=0 


Suponhamos ainda que: a, =0 e b, *0 


E a, b, 
Como as relas são paralelas lemos — = — 
ad, bo 
[5 Eq 
A relação fer RE = significa que, dividindo os termos de uma das equações 
ã, e 


por uma constanle “conveniente”, conseguiremos obter a memso coeficiente para x 
e o mesmo coeficiente para y nas duas equações. 


Exemplo 


Consideremos as jetasres. 


(1): 12x-20y+7=0 (1) 
(5):-15x+ 259 +9=0 (11) 
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42-20 


PAU 4. SE | concluímos que r e s são paralelas. Vamos didi! 


7 
todos os termos da equação tl) por 4 oblendo 3x - Sy + e 0. Em seguida 


g 
dividimos todos Os termas da equação (II) por — 5 ablendo 3x - 5y - 2 =0. Assim 


as retas re s podem ser representadas pelas equações. 
7 
(1): 3x-Sy+7=0 


[s):3x-Sy-2 =0 
5 


Conseguimos o mesmo coeficiente para x e q mesmo coeficiente para y ns 


. 7 q 
duas equações Apenas 6 termos independentes são distintos: — e -T- 


9 


Exercicio Resolvida 


513) Consideremos uma rela r de equação 5x -2y+7=De um ponto 


P(t:-4). Delermine a equação da rela s que passa por P e é paralela à 
rela r. 


Solução 

1º modo 

De acardo com as qbservações anteriores, Se à equação de rê 
Gx-2y +77 =0 

a equação da reta « (paralela a r) pode ser escrila: 


5x-2y+k=0 (1) 


Para obtermos a constante k, partimos do fato de que P(1/;4) pertence a 5 
Assim, vamos substituir as coordenadas de P na equação (|), oblenda: 


5(1)-2(-4)+k=0 


donde: k= 13 


Portanto a equação des é 5x-2y-13=0 
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2º modo 


Se a equação de ré 5x - 2y + 7 = Q, seu coeficiente angular é m = - . À 

reta s, sendo paralela a r, deve ler o mesmo coeficiente angular de r. Como 

s passa por P, sua equação pode ser escrila (ver capitulo 4, equação (4.5)). 
y = Yo =m(x-x,) 


5 
— (-4)= —(x-1 
A a E 
ou: 5x-2y-13=0 


Exercícios Propostos 


5.14) Determine a equação de uma reta que passa pelo ponto (-5:5) e é 


paralela à reta de equação -4x + 9y +1=0. 


5 15) Consideremos as retas r e s de equações 4x-y+2=0 e 
3x + 2y -1=0 respectivamente. Um paralelogramo tem dois de seus 


lados contidos nas retas r e s. Sabendo que um dos vértices do 
paralelogramo é P(1; 2), determine as equações das retas que passam 
pelos outros dois lados. 


5.16) Para o paralelogramo do problema anterior, determine as coordenadas dos 
outros três vértices. 


5.8 - RETAS PERPENDICULARES 


Consideremos duas retas perpendiculares re s ( que não sejam paralelas a 
nenhum dos eixos) tais que suas inclinações sejam respectivamente m, e m,. 


Podemos supor, para facilitar o raciocinio, que 
0, >0, 


Em relação ao triângulo colorido 
na figura 5.7, o ângulo O, é externo; 


portanto ele é igual a soma dos internos 
não-adjancentes. 
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Assim: 190, = to(6, + 5) (1) 


Da trigonometria, sabemos que: Ig (mu + = —-colg e 
Fortanta, a relação (!) pode ser escrita: 
ta = -—-caolgã 
ou ainda tgô, = Ei é) 


Como Ig0, =m, € tgô, =m, a relação (|) pode ser escrita: 


1 
ou: mM =-— 
Mg 

Exemplos 


a) Consideremos as retas re s cujas equações reduzidas são: 
3 
[Ji y=>x+8 
(o da 


(8)y=- 2x4 1 


+ 
O coeficente angular de r é m, -- e o coeficiente angular de 5 
DR 
sm, E 
Reparamos que: 

4 1 

Ge fai 

| 


' 1 
Isto é, m, =--— 


m 


Portanto, res são perpendiculares. 


b) Consideremos as retas r e s de equações 
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c) Sejam as relas re s de equações 
i)oyekx+1 
ts]iy=7x-—9 

Para que re £ sejam perpendiculares devemos ter 


k= 
F 


d) Consideremos a rela r de equação 
y=dx+10 en ponta AlZ, 3) Vamos de- 


terminar a equação da reta 5 que passa por À 
e é perpendicular a Fr O coeficiente angular de 


ré m, =4. Poranlo o cosficiente angular de 
F 1 
sé m,= E Sabendo que s passa por À, 


vamos usar a equação (4.5) do capitulo 4 para 
obtermos à equação de 5º 


y-ya=m(X- xa) 


1 
p= ds =afe= 2) 


Simphficando obtemos: y = -* + 5 ou x+ 4y-14=0 


5.9 - RETAS PERPENDICULARES E EQUAÇÃO GERAL 


Consideremos, Incialmenle, duas retas r e s não-paralelas a nenhum dos 
eixos, cujas equações gerais são. 


(n)cnx+by+c=0 
(sjiax+by+c=0 


d, 


: a 
Seus coeficientes angulares são m =-— e m,=—- = 


Inlraduzindo na relação m,.m, = —1, obtemos: 
Ed a PO 


ou: aa, +bb, = O | (5.3) 


A relação m, .m, = —1 vale apenas para retas não-pralelas a nenhum dos 
eixos; no entanto a relação a,a, + bb, = Ovale mesmo que a reta r ( ou s) seja 


paralela a um dos eixos, 
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Consideremos agora uma reta r de equação geral 
ax + by +c=0 


Conforme mestraremos a seguir, a equação de uma rela s. perpendicular a 
r. podera ser escrita do seguinte modo: 


bx-ay+ k=0D 
De fato, de acorda com a equação (5.3) lemos: 
abs (b)(-a)j=0 


e portanto as relas são perpendiculares. 


Exemplo 


Consideremos novamente a exemplo 
resolvido no nem anterior onde, dada à (e— 
ta r de equação y =4x +10, queriamos a 


equação da reta s que passa por ÀA( 2,3)e 
é perpendicular à r 
Temos que: 


y=4x+10 c54x-y+ 10=0 
Assim a equação geral de r é: 


4x — y + 10=0 


& 


Portanto, a equação geral de s pode ser escrita do seguinte modo: 
—x- dy +k=0 (l) 


A rela 5 passa passa por À: portanto podemos substituir as coordenadas de 
A na equação (1): 


-2-4(3)+k=0D 
obtendo: k = 14 
Concluímos então que a reta s tem equação geral 


—-x-—-dy +14 =D 
Exercicios Resolvidos 
5 : 
5.17) Determine o valor de a sabendo que as relas de equações v = 3* eae 


x=ax+ 6 são perpendiculares 


Solução 
De acardo com a equação (5.1) temos: 


(a)= 


o en) — 
en | cu 
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5.18) Delermine k de modo que as retas re s sejam perpendiculares 
(r):ex+byrc=0 
(s)iax+b;y+c,=0 


Solução 


De acordo com a equação (5.1), devemos ler: 


ou: (K — 4) (1-5) — 


Resolvendo esta equação, obtemos k=2 ou k = i 


5.19) A reta r tem equação àx + 5y — 2 = D. Delermine à equação da reta s que 
passa por A(-1,4)e é perpendicular a r. 


Solução 

1º mado 

OQ coeficiente angular de ré m, = -s . Poranto o coeficiente angular de s é 
m, =— Comoaretas passar por À, sua equação pode ser escrita: 


3 
Yo Ya =M(x- xa) 


y-4=2(x+1) 


ou Sx- 3y+17=0 


2º modo 
Se a equação der é 3x + 5y +k =D, a equação de s pode ser escrita do 


seguirnie modo: 
bx - dy +k=0 (1) 


Como s passa por À, podemos substituir as coordenadas da A na equação (|): 
5(-1)-3(4)+k=0 


obtendo; k = 17 
Assim, a equação des é 5x — 3y +17 =0 


6.20) Sendo A(1. 5) e B(3: 9), determine a equação da mediatrnz do segmento AB. 
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Solução 


1º modo 

Vamos resolver esle problema pes n P (x; y) 

lo mesmo protesso já utilizado no A a 

capitulo 3. Seja P( x; y ) um ponto AR io 

genérico da mediatriz r de AR ; > E (3,9) 


Devemos ler, então: 


dpa = dpg / 


At, 5) N 
E 
isto É: 


(xp =x) +(yp ya) =(X xa) + (yo - yo) 
(x Pty =(x-3Pa(y- 9) 


Desenvolvendo e simplificando, obtemos: x + 2y -16=0 


5.21) Consideremos a rela r de equação 2x + 3y+1=0 eo ponto Alá, 5). 
Determine o pé da perpendicular baixada de À à reta F 


Solução 


O que o problema pede é a in- 
terseção (B) de reta r coma retas, 
que passa por À e é perpendicular a 
Tt O ponlo B pade ser cjamado, 
também, de projeção de À sobre s. 


Se a equação de r é 
2x + dy +I=D 
A equação de « pode ser escrita: 
3x-2y+kK=0 (1) 


Come s passa por à, podemos subslituir as coordenadas de À na equação 
(1). 
3/4) -2(5)+ k = O! 


oblendo: k=-2 
Assim a equação de s é: 3x-2y-2=0. 
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3.22) 


5.29) 


Para determinarmos a interseção de re s, resolvemos o sistema 


2x+)y+1=0 
3x-2y-2=0 
É] 7 
Obtendo x=>— & y=-— 
13 07073 
4 Y 
Assim: B( AA 
15 ai 


Da as coordenadas dá ponto A, simétrico de B (3; -2) em relação à reta rde 
equação 2x- dy + 14=0, 


Solução 


O simélrico de B em relação a Fr é 
o ponta À que passa por Be M 
tonde M é a interseção de re 5), 
tal que 


Assim, em primeiro lugar determinamos a equação de re s, resolvendo o 
Sistema 


2x - dy + 14=0 
-3x —- 2y +5=0 


Oblendo M- 1,4) 


Como M é o ponto médio de AB, temos: 


a e: | Ya *Ya 
Xe AS a mn 
Mm 2 YM 2 
di dA to q ara De Sê 
ê 2 
Resolvendo eslas equações, obtemos x, =-5 e y, = 10. 


Consideremos a reta r de equação x-2y + 1=0 e o segmento AB com 
At2, 3) e B(4; 7). Determine os pontos E e F tais que o segmento EF seja 
simétrico de AB em relação a r. 
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5.24) 


5.25) 


Solução 


De modo geral, dada uma figura F, a 
simétrica de F em relação a r é uma 
figura Fº cujos pontos são os 
simétricos dos pontos F em relação 
ar. 

Assim, seguindo o procedimento do 
problema anterior determinamos os 
simétricos de A e B em relação a r 
obtendo 


(25) [5 (E -5) 
5'5 E) 


Consideremos as retas r e s cujas equações são respectivamente 


5x-y+8=0 e 2x-3y+11=0. Determine a equação da reta que é 
simétrica de r em relação a s. 


Solução 


Seja t a simétrica de r em relação a s. 
Podemos tomar dois pontos quaisquer 
em re achar seus simétricos (em relação 
a s). Para facilitar, podemos fazer com 
que um deles seja a interseção A das 
retas re s. Resolvendo o sistema: 


|5x-y+8=0 
[2x -3y+11=0 


Obtemos A(-1,3). 


Em seguida, tomamos outro ponto qualquer sobre r. Por exemplo o ponto 
B(0; 8 ). Determinamos o simétrico de B em relação a s obtendo C(4; 2). 
A reta té a que passa pelos pontos A e C. Podemos determiná-la, obtendo: 


x+5y-14=0 


Sendo A(1; 2), B(3; 7) e C(6; 3), determine as coordenadas do ortocentro do 
triângulo ABC. 
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Solução 


Como sabemos, as três alturas (ou 
seus prolongamentos) de um tInângula 
interceptam-se em um ponto chamado 
ortncentro do triângulo. Seja W esse panto 
Para deierminá-lo, basla oblemos a 
interseção das retas-suparies de duas de 
suas alturas. Tomemos por exemplo as 

q Quo 
retas re s, suportes das alluras AE e BÊ 


respectivamente 
A rela BÊ lem coeficiente angular m, dado por: 


Ya ye  P- 30 


m= "EE = ——— 


Á 


A reta r, sendo perpendicular a Elo | tem cosficiente anquilar 


Como r passa por à, sua equação pode ser escrita; 
Y— Ya =m,(x = Xa) 
3 
—-g=—-(x-1 
y 7 ) 


ou: 3x - 4y + 5=0 


A reta AC tem um coeficiente angular mo dado por: 


Como a reta s é perpendicular a AC , seu coeficiente angular é: 
A reta 5 passa por B' portanto sua equação é: 
y=ya=m(x-xa) 
y-7=-5[x-3) 
ou: 5x+v-—-22=0 
Delerminamos a interseção W das retas res, resolvendo o sistema: 
[3x -dy + 5=0 
|5x+y-22=0 
B3 91 


Obtendo w(55:55) 
23 23 
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5.26) 


5.27) 
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.—s 
Para o triangulo do exercicio anterior, determine o comprimento da altura AE. 
Solução 


Como no problema anterior, obtemos a 
equação de r 


3x -4y +5=0 
Em seguida determinamos a equação da 


reta t que passa pelos pontos B(3; 7) e 
C(6, 3) 


4x +3y -33=0 


O ponto E é a intereseção das retas te r Para obtê-lo resolvemos O 
sistema: 


3x -4y+5=0 
4x +3y-33=0 


Obtendo ELI? . 118) 
(15 25) 


- —s . - . 
O comprimento da altura AÉ é a distância entre os pontosA e E: 


RS RR NT fone 
dar = (ÇA Es dE + (ya = ye) = I - 3) + (255) = 
| soy I(-o2) + (-69))  jn664 + ATO! 
= — — +] — = dá L => e 
| 25) N 25 V 25 
[13225 115 23 


V 25 25 5 


Nos capitulos 8 e 9 veremos outros modos de resolver este problema. 


Consideremos um ponto A(1; 6) e uma reta r de equação x-y-3=0. 
Determine um ponto B de r, tal que a distância entre A e B seja minima. 


Solução 


Para que a distância entre A e B 
seja mínima, B deve ser a projeção 
de A sobre r. Temos então um 


problema semelhante ao problema 
5.21; 


5.28) 


; E 1 
O coeficiente angular da reta r é mp, = Ed 1; portanto, o coeficiente 


angular de s é mç = -1. Assim a equação da reta s que é perpendicular a r 
passa por À é: 

y-ya=Me(x-x,) 

y-6=-1(x-1) 
ou x+y-7=0 


O ponto Bé aInterseção de re s. Para obté-lo resolvemos o sistema 
[x-y-3=0 
Ix +y-7=0 


O que nos dá B(5, 2) 


No triângulo ABC a reta mediatriz do lado AB tem equação x+y-4=0 ea 
reta mediatriz do lado Yo tem equação x-2y+6=0. Sendo A(1; 1), dê as 


coordenadas dos vértices Be C. 


Solução 


A (1,1) 


As retas r e s, mediatrizes res- 
pectivamente dos lados AC e 
AB têm equações: 
(r): x-2y+6-0 
(s).x+y-4=0 


C. : 
Í t és Sa 


Os coeficientes angulares das retas re s são 
1 
m, = 3 em, =- 
É. 


A reta t que contém a lado ÀC é perpendicular a r e assim, seu coeficiente 
angular é 


1 
m=-— =-2 
m 


Coma a rela t passa por À, sua equação é: 
y-ya=m(x-xa) 
y=1=1(x-1) 

ou 2x+y-3=0 

A reta u passa pelo ponta À, sua equação é: 
y-ya=Mi(x-Xa) 
y=1=1(x-1) 

ou 2x+y-3=0 
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Assim já temos as equações de teu: 
(t): 2x+y-3=0 
(u):x-y=0 


Seja a a abcissa de B Como B está na reta u, suas contdenadas podem Ser 
subslituidas na equação de u: 


b-y,=0 
Ya =b 


Portanto: B(b; b) 


O ponto M onde as mediatrizes de r e s se cruzam, pode ser determinado 
resolvendo o sistema 


x-2+6=0 
x+y-4-0D 
Tá x 
donde. M(555) 


O penta M, sendo a interseção das medializes dos lados dos triângulos, é 


equidisiante dos Irês vértices (é o centro da circunferência circunscrita). 
Assim, temos: 


Sia = ôue = Mc 
Mas: 


2 : 
2 do: [ué 10 . 9 
A = (xa a) +(yu- YA) (5-1) (| “e 
Façamos agora Bão = Bau: 


(xa -x3) + (Ya “yo = 


Resolvendo esta equação, oblemos b = 1 ou b=3 Porém, como é fácil 
perceber, a solução b = 1 corresponde ão ponto A(Ã e B eslão na reta LE, 
assim, ambos podem ser representados pelo par ordenado (b; b)). Assim, 
ficamos com b=4e portanto: 


B=(3:3) 
Em seguida, impomos Sã = Sha 


2 2 50 
(uy Xe) + (Yu Ye) E 


5.29) 


5.30) 


Resolvendo esta equação, obtemos a = 1 ou a = —1. Porém, a solução a = 1 
corresponde ao ponto À. Assim ficamos com a = —1 e temos: 


C(1.5) 


Num losango ABCD conhecemos o vértice A(2; 5) e a equação da rela r que 
contém a diagonal BD 


2x-y +3=0 


Solução 
A(2;5) 
Como sabemos, as diagonais de 
um losango são perpendiculares. 
A reta r de equação 2x-y+3=0 


tem coeficiente angular m,=2. ut 


Portanto, a reta s que contém 
a diagonal AC, sendo perpendi- 
cular a r, tem coeficiente angular do 


Ms =. Como s passa por À, is 


sua equação é: 


y-ya=mo(Xx-xa) 


1 
a o fe 4 
y 2(X-2) 


ou:x+2y-12=0 


A rela r de equação 3x-4y+12=0D di- 

vide o plano cartesiano em dois semi- P 
planos. Num desses semiplanos temos 

os pontos A(2; 3) e B(7; 2). Determine 

um ponto P da reta r tal que a soma 

dAap + dpa Seja mínima. 


De 


Solução 


Este problema pode ser resolvido com 

o auxilio das “derivadas. Porém aqui z B 
usaremos um artifício. Sabe-se que, a 

luz, quando vai de um ponto A para um (o! 

ponto B, percorre sempre o caminho B 
mais curto. Vamos imaginar então um 

raio de luz que sai do ponto A, reflete-se . 

em Pe alinge B. A Fig. a 
Como se sabe, devemos ter «=B (fig. a). 
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1578 
Seja s a reta que passa por À e DO 
Pe seja ta reta que passa E 4 
por B e é perpendicular a r É o NF 
Os ângulos O e a são opos- El Dá 
tos pelo vértice. Portanto temos e " 
P: fp ' 
Q = g = B f SE N 
[o O 
/ B (7.2) 
/ 
A(2. 3) Fig. b 


Dai, concluimos que os triângulos PED e PEB são congruentes, donde: 


dpr = ôra 

isto é, o ponto D é o simétrico de B em relação a r pao aço E 
Portanto, o primeiro passo no problema é determinarmos o simétrico de 
em relação a r (como no problema 5.22), obtendo D(1; 10) 
Em seguida, determinamos a equação da reta s que passa pelos pontos 
A(2: 3) e D (1,10) obtendo 7x+y-17=0 . 
Por fim, o ponto P (que é interseção das retas r e s) é determinado 
resolvendo o sistema: 

3x-4y+12=0 

fx+y-17=0 
o que nos dá: (287) 


OBA) 


Exercícios Propostos 


5.31) 


Responda “sim” ou “não” em cada um dos casos seguintes, conforme as 
retas re s sejam perpendiculares ou não 


4 
Strip qua e (s):y=-4x+3 
b) (r):3x+y-2=0 e (s):x-3y+5=0 
o) (r): 2x+5y-1=0 e (s):5x+2y+3=0 
d) (1): x+4y-3=0 e 


(s):x-4y-1=0 


e) (r): J2x+y-5=0 e (s):J2x-2y+1=0 


Determine k de modo que as retas de equações (2k-2)x+(k-1)y+k=0 
e x+(k-3)y-2k=0 sejam perpendiculares. 


Dé a equação da reta que é perpendicular à reta de equação x-3y+2=0 
no ponto onde esta corta a bissetriz dos quadrantes ímpares. 


Determine a equação da mediatriz do segmento de extremos (-3: 1) e (5; 7). 


5.35) 


5 36) 


5.37) 


5 38) 


5.39) 


5.40) 


5.41) 


5.42) 


5.43) 


Dê as coordenadas da projeção do ponto P(3; -2) sobre a reta de equação 
2x-3y +14=0. 


Sendo A(3; 4), B(-1; 3) e C(4; -2), determine as coordenadas do simétrico 
de A em relação a reta BC. 


Consideremos os pontos A(-1, 2) e B(4; 3). Seja r a reta de equação 
2x +y+4=0. Determine os extremos do segmento de reta que é simétrico 


de AB em relação a r. 


Consideremos as retas re s de equações 9x - 7y+20=0 e 2x-3y+3=0 
respectivamente. Determine a equação da reta simétrica de r em relação a 
s 


Determine a equação da reta s da figura abaixo: 


Determine o ortocentro do triangulo cujos vértices são os pontos A(3; 2), 
B(-1,14) e C(-7:2). 


Para o triângulo do exercício anterior, determine o comprimento da altura 
.- 
relativa ao lado BC. 


Dois lados de um triangulo estão contidos nas retas de equações 
2x-3y+7=0 e  4x+3y-13=0D. Sabendo que o ortocentro desse 


triangulo é o ponto (55). determine as coordenadas dos vertices do 
triangulo. 


Num quadrado ABCD, a reta que contém a diagonal AC tem equação 
x- 2y+1=0. Senda B(0; 3), determine as coordenadas do vértice D. 
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544) Num losango ABCD temos A(11; 4) e B(4: -2). 
Sabendo que o ponto E(7; 2) pertence à diagonal 


D B 
AC, determine as coordenadas de Ce D. 
C 
5.45) Na figura ao lado, são dadas as equa- A 
ções das retas res: r 
(1): x+y-4=0 
(s):3x-4y-3=0 : 
Sabendo que A(2; 1), determine as 
coordenadas dos pontos Be C. + 
/8 Ç 


À is semi- 
5.46) A reta r de equação 5x-2y-7 = O divide o plano cartesiano em dois 58 


aê 8, 2). 
planos. Num desses semiplanos, temos Os pontos A(4; e E 
Determine um ponto P da reta r tal que a soma 


dap + dps 
seja minima. 


5.10 — ÂNGULOS DE DUAS RETAS 


Consideremos as retas re s 
não-paralelas e não-perpendiculares. 
Desse modo, tais retas formam os 
ângulos 6 e 6' sendo O agudo e 
8º obtuso. Vamos obter fórmulas que 
permitam calcular o ângulo agudol. 


Como O e O' são suplementares, ao 
calcular 6 teremos automaticamente O'. 


Vamos considerar dois casos: 


| 1º Caso | Nenhuma das retas é vertica! 


No caso da figura 5.8, o ângulo q, é externo em relação ao triângulo sombreado. 
Assim, ele deve ser igual à soma dos internos não-adjacentes. 

aç=0,+0 
Portanto: 0= a, -q, 


t -t 
tgO = tg(a, -4,) e qua Et 
+U,.&, 
porém: tgu,=m, e lga, =m, 


onde m, e m,são coeficientes angulares das retas r e s; Assim, podemos 
escrever 


No caso da figura 5.9 temos: 


0 =a,-a 
ou: 
Ig0' = tg(a, -,)= "8 
3 (a, &) + ga, tga, 1+Mm 


Mas 0e 0'são suplementares e portanto 


tgO = —tgo' 
Isto é. 
m.-m 
tg0'=— + 5.5 
9 1+ Mm, (5) 


As fórmulas 5.4 e 5.5. podem ser resumidas numa só. Basta observar que, 
sendo O um ângulo agudo, devemos ter tg0 > O. Assim: 


m,.-m 
tg9= - - 5.6 
9 t+m,.m, ( 
ou: tg 8 = dr a 
TEM MA; 
| 2º Caso | | Uma das retas é vertical | 


y ds 
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No caso da figura 5.10 lemas: 


au: 0=0,-5 


posta Z=-cotga, = Es. 
90 = 48/0475 ]- Da, = go, m 


1 
tg9=— 
(pe 


No caso da figura 5.11 lamos: 
b+u,= E 
2 


OL: =5-&s 


Assim: Ig) = taf 


é tr ] = 
a.)= ds ga, m 


1 


As fórmulas 5.7 e 5.8 podem ser resumidas numa só: 


1 


Mo, 


tgã = 


(3.8) 


Exercicios Resolvidos 


5.47) Determine o ângulo agudo formado pelas relas r e s de equações 
3x-y+2=0 e 2x+y-1=0 respectivamente. 
Solução 


(r): 3x-y+2=0 
m =3 


(5):2x+y-1=0 
m, =-2 


Da acordo com a fórmula 5.6 sendo da ângulo procurado, temos: 


igg = Mem | 3-(-2) «EH 
fem,m) [1+(3/-2)) 1-6 
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5.48) 


5.49) 


Se lg8 = —1. contluimos que 0=— = 45º, 


É ábvio que poderiamos também ter escrito: 
e 
emma] 
Determine O ângulo agudo formado pelas retas re s de equaçães; 
(r): 5x+3y-1=0 
(s):x+3-=0 
Solução 


A reta r tem coeficiente angular m,=--— e a rela & não tem coeficiente 


to] ch 


angular, isto & a reta s & vertical. Assim, aplicaremos a fórmula 5.9: 
1 
tgô = 4] =|l=-—"—| = 
m,| |.9 


Consultando a labela no final deste livro, obtemos o valor aproximado de 
0: 
O = 31º 


Determine as equações das retas que passam pela origem O(0, 0) e que 
formam um ângulo O = 45º com a reta s de equação 4x+2y-1=D 


Solução 


Seja rã reta procurada. Devemos ter 


tgo = 1945º = 1 
Observando que ms =-2, vamos usar a lórmula 5,6: 
tgô = a 
tem. | 


m—(-2)| a +82] 


“ham E) |-2m) 
Isto é: DE 21 ou Epis 
1= Bm, 1-2m 


Resolvendo eslas duas últimas equações, obtemos 


micgiede ou m =9 
q 


Como a rela r passa pela origem, sua equação é: 


Y= mx 
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1 1 
|Para Mm =-5 temos: y=-5X (1) 
|Para m,=3temos:y=3x (1) 


Portanto, temos duas retas (1, e 15) 


satisfazendo as condições do pro- 
blema. 


=0 res- 
5.50) Sejam r e s retas de equações 5x-y+8=0 e 2x-3y+11=0 k 
pectivamente. Determine a equação da reta simétrica de r em relação à S. 


Solução 


oa . ê-lo 
Este problema é idêntico ao problema 5.24. Porém, agora, vamos resolve 
de outro modo, 


(1): 5x-y+8=0 (s):2x-3y+11=0 
n,=5 


Sendo t a reta procurada, sejam a 
efos ângulos agudos formados entre r 
eseentre set Devemos ter «=p. 


Podemos determinar a interseção das 
retas re s obtendo A(-1; 3). 


Pela fórmula 5.6 temos: 


2 
5- 
PR Ss A A 
t+m,.m 2 
ros (+53) 
e 
at Im ml ja Mi] |2-3m, 
Hamm, 1 ém, 3+ 2m, 
Como a =), temos Im] 
3+2m,| 
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Resolvendo esla equação, obtemos m, = -5 ou m, = 5 Não consideramos 
a possibilidade m, = & pois esta corresponde à reta r. Ficamos então com 
PRP 
t [o 3 
Observando que t passa por A(—1, 3), sua equação &! 
yoyasm(x-xa) 
1 
—-d=—(x+1 
pede (41) 


ou: x+5y-14=0 


Exercícios Propostos 


5.51) Determine tg0, sendo 9 o ângulo agudo formado pelas retas re s, dadas 
em cada um dos casas a seguir. 


a) (rr): y=3x-1 (s)iy=x+3 

Dj(r) y=5x+5 (ts) iy=5x-2 

c) (r): J3x-29+10=0 (s):5/3x-3y-3=0 
dj (r): x+3=0 (5): 2y+5x-3=0 
e) (1): x+2y-1=0 (s):y-2=0 


5.52) Consideremos a reta r de equação y=2x+1 e o panto Pí(3; 2). Determine 
as equações das relas que passam pelo ponto Pe que fórmam com rum 
anquio de 60º, 


5.53) Determine as equaçães das retas que passam por P(3; 1) e que farmam um 


ângula Q com a reta de equação x-5y-1=0, com 190 ==. 


5.54) Consideremos as retas re s de equações 9x-7y+20=0 e 2x-3y+3=0 


respectivamente. Determine a equação da reta simétrica de r em relação a 
Ss. 


5.55) Consideremos o ponto P(3, 2) e as retas re s de equações v=x+1 e 
y=-5%+8 respectivamente. Determine as equações das retas que 


passam por P e formam ângulos iguais com as relas re s 
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5.56) 


5.57) 


5.58) 


5.59) 


5.60) 
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Seja 0 o ângulo agudo formado pelas 
retas r e s. Consideremos a reta t, 
bissetriz de 0. Determine a equação 


da reta s, conhecidas as equações de 
ret: 


(r): 3x-2y+2=0 
(s):x-2y+6=0 


Seja E(-2: 3) o centro de um quadrado ABCD. Sabendo que a reta AB tem 
equação x-2y+3=0, determine as equações das retas que contém as 
diagonais do quadrado. 


Em relação ao triângulo ABC 
da figura ao lado, a reta s é 
bissetriz do ângulo interno B. 
Determine as coordenadas dos 
vértices A e B conhecendo as 
equações das retas re s. 


(1): 3x+y-20=0 
(s):x-2y+4=0 


Consideremos as retas ie s de 
equações y=2+3x e y=x+4 
respectivamente Imaginemos um 
espelho plano, perpendicular ao 
plano cartesiano cuja interseção é 
a reta s. Um raio de luz “caminha” 
ao longo da rela i, reflete-se em s 
e, após a reflexão, “caminha” ao 
longo da reta r. Delermine a 
equação de r. 


Consideremos o triângulo ABC onde A(-1: 4), B(-3; 4) e C(12; 2). Seja 0 0 
.s 


ângulo agudo entre a altura e a mediana relativas ao lado BC. 
a) Calcule tg O 


b) Usando a tabela do final do livro, calcule o valor aproximado do ângulo O. 


5.11 - SITUAÇÃO ESPECIAL 


ou. 


Consideremos duas retas concorrentes r 
e s, não-perpendiculares. As fórmulas 
5.6 e 59 nos dão a tangente do ângulo 
agudo formado por re s. No entanto, há 
situações em que temos o desenho das 
retas no plano cartesiano, e queremos 
a tangente de um áângulo assinalado 
no desenho. Nossa intenção agora é 
estabelecer um procedimento para isso. 


Os casos em que uma das relas é 
horizontal ou vertical são imediatos 
e vamos deixar para considerá-los nos 
exercícios resolvidos. Vamos supor, en- 
tão, que re s não são nem horizontais 
nem verticais. 

Consideremos a situação da figura 
513 e vamos orientar os ângulos no 
sentido anti-horário. Sendo m, emos 


coeficientes angulares de re s temos: 


tges =m, 
iga, =m, 
Em relação ao triângulo sombreado, a, é externo. Portanto 
aq =0+a, 
ou: 0=q-a, 


tga, -tgu,  m-m, 


Assim: Ca E ga, 1+m.m 
e: s ns s 


199= ma 
t+m,.m, fast) 


Como Be 0'são suplementares vem: 
tg0'=tg0 


m.-m 
gg = ar, 
qem om, | 18:11) 
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Comparando a figura 5.13 com as equações 510 e 1.11, concluímos que, pata 
determinarmos a tangente de um ângulo O, assinalado no desenho, pro- 
cederemos do seguinte modo: 


1º) Em primeiro lugar, marcamos o ângulo com uma “flecha encurvada” no 
sentido anti-horário. 
2º) Tanto a fórmula 5.10 como a 5.11 têm a seguinte forma: 
tgo' = Pio Red A 
t+m,.m, 
Consideramos como m,, o coeficiente angular da reta atingida pela “ponta” 
da flecha. 
Exemplos 


a) 


m, -m, 
t+m,.m, 


tg0 = 


Exercícios Resolvidos 


5.61) Na figura ao lado, temos a reta r que 
passa por A(-1;-2) e B(1:1) e a reta 
s que passa por C(5:)e D(-1:3). 


Determine o valor aproximado do 
ângulo O. 


Solução 
Calculemos em primeiro lugar os coeficientes angulares de re s: 
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5 62) 


Como tg 6 < 0, concluimos que 0é obtuso e à tabela do final do livro não 
nos dá tangentes de ângulos obtusos. Vamos considerar então um ângulo 
agudo a tal que 


a+0=180º 


Nesse caso teremos: 
tga =-tg0 = +2,333 


Da tabela tiramos. q = 67º 
Assim: 
0=180º-q=113º 


Na figura ao lado, temos a reta vertical s e 
a reta r que passa pelos pontos A(1; 5) e 
B(4. 1). Calcule o valor aproximado de 0. 


Solução 
Sendo m o coeficiente angular de r, temos: 


Usando a tabela do final do livro, de modo semelhante ao do problema 
anterior, obtemos 


qa127º 


Da figura, tiramos 6=c — 90º 
Portanto: 0 = 37º 
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5.63) 
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Consideremos o triângulo ABC tal que A(1, 3), B(12; 5) e C(4; 1), Determine 
os valores aproximados dos ângulos internos À, B e É. 


Solução 


1º modo 


Primeiramente, lembremo-nos de que, em qualquer triângulo, a soma dos 
ângulos internos vale 180º. Assim, basta determinarmos dois ângulos 
internos. 
Vamos fazer o desenho do triângulo no plano cartesiano (não há 
necessidade de se usar uma escala rigorosa) e em seguida marcar 05 
ângulos internos com flechas no sentido anti-horário. Sejam r.s, etas retas 
que passam pelos lados BC, AB e AC respectivamente. Temos: 


“ol: 1) 
Usando a tabela do final do livro, obtemos: 
À=44º e B=16º 
Portanto 
C= 180º -(À + B)= 120º 


2º modo 


Vamos desenhar um triângulo qualquer e calcular as medidas dos lados 
elevadas ao quadrado. 


A(1:3) 
B (12,5) 
C (4:1) 
Ca E “a 
É: Ea 


; 2 2 
Dão = [Xy —-Xa) +(ysa— Ya) = 125 

2 2 
Sic (xa-Xe) +(Ya Ye) =13 
: 2 2 
Sc mix -*ç) +(ye- Yo) =80 

-=s 
Vemos então que AB é 9 maior lado e que: 
dim > Sie > dc 


Concluimos que o triângulo é abtusânguia e que o ângulo obtuso é É 
Porlanto, Ae Ê devem ser agudos e suas tangentes são positivas. 


Calculamos os coeficientes angulares das retas r, s e tobtendo m, = 5. 
= Um = 
SR dE 
Em seguida usamos a fôrmula 5.6; 
e: É 2 
gs | DE = DO ndo 
Tem, (2) [29] 
311 
(3)-(4) 
IgÊ = mm | 12) Ui -[a)- = 0202 
t+m,ms 24) 24 


Consullamos a tabela e obtemos: À 2 44º e Ba 18º 
Assim: É = 180º (À + E) = 120" 


Observação: Poderiamos, também, ler resolvido estre problema usando a 
“lei dos cossenos” e a “lei dos senos”. Porem nao é 
vantajoso pois daria mais trabalho. 


5.64) Consideremos um quadrilátero convexo ABCD onde A(3/10), B(9:13), 


C(11,1) e D(1:5) . Calcule os valores aproximados dos ângulos internos. 
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Solução 


Desenhamos o quadrilátero no plano cartesiano, sem preocupações Com à 
escala e orientamos os ângulos internos no sentido anti-horário. Sejam r.5, 
et eu as retas-suportes dos lados (como mostra a figura) Seus 
coeficientes angulares são: 


13 persoccececseacenco cc crrenpão Ens e cUEu aaa a 
AS! 
10 ss 


COveneuoa 


afococuurconnuscooorandos 


SCE S NE ceSescnss cho nec eass des ccnao use carho So CEM AE ss 
. .. 


emp 


| 


é 
aj 
m, = YaYp 10-55 
Xa-Xo 3-1 2 
m, -YacYs (10-13 1 
Xa-Xa 3-9 2 
ri dad «21. me 
Xp-Xe 1-11.5 
ME a 
Xg-Xc 9-11 
Observemos que m, = iii, Portanto as retas te r são perpendiculares e 0 


f 


ângulo D é reto (embora não apareça na figura). : 
Lembrando que em qualquer quadrilátero convexo a soma dos ângulos 


internos é igual a 360º, só há necessidade de calcularmos mais dois 
ângulos. 


il Ea a E e ss: 
“mam É) 17 
u 1 Eai a 
-E)t-s) 


Consultando a tabela obtemos: B= 73º e É =59º 
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Assim: À = 360º -(B +04 D) = 138º 


Exercicios Propostos 


5.65) Calcule o valor aproximado do ângulo 0 em cada uma das figuras abaixo: 
a) b) 


9 * 


5.66) Consideremos o triângulo de vértices A(1:2), B(3.6)e C(6;-3). Calcule: 


a) as tangentes de seus ângulos internos; 
b) os valores aproximados de seus ângulos internos. 


5 67) Dado o triângulo de vértices A(-2;- 5), B(4;5)e C(9:2). calcule: 


a) as tangentes de seus ângulos internos; 
b) os valores dos ângulos internos. 


5.68) Seja o quadrilátero convexo ABCD de vértices A(O; 1), B(3;, 6). C(9; 3) e 
D(4; 0). Calcule: 
a) as tangentes de seus ângulos internos; 
b) os valores dos ângulos internos. 


5.12 - FEIXE DE RETAS CONCORRENTES 


y 
Dado um pento A(xa:ya). O N Pio 


conjunto de todas das retas do plano 
cartesiano que passam por À recebe o 
nome de feixe de retas concorrentes 
em À. Podemos dar a equação do 
feixe lembrando que, das infinitas 
retas que passam por À, uma delas (a 
reta r da figura 5.15) é perpendicular 
ao eixo Ox e sua equação é: 


x=Xa | (5.12) 
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As outras relas que passam par A possuem coeliciente angular e podem ser 
expressas na forma 


| Y-ya=mix-xa) (2189) 


onde, para cada valor real de m. teremos uma rela do feixe tcom exceção da rela U 


Podemos então dizer que a equação do feixe de retas concorrentes em 
Alxai yajé: 


X=Xa OU y-ys=m(x-xa) (5.14) 
Onde m e 


Conforme veremos em seguida. a equação do feixe pode ser oblida lambém 
atiavés das equações gerais de duas retas (distintas) do feixe. 


Sejam r e s duas retas distintas, concorrentes em A(xa Va) cus 
equações são 
(1) axrby+e,=0 
(s)lax+b,y+c,=0 


Sendo q ef números reais quaisquer, porém não simullaneamente nulos, 
consideremos a equação: 


| a(ax+by+c)+Blax+by+c,)=0 | (5.15) 


À equação 5.15 pode ser escrita do seguinte mado 


| (va,+Na,)x H(cb,+Bb,)jy+(uc,+[c,)=0 | (5.16) 


- Portanto, para cada par de valores atribuídos a a ef (desde que não tenhamos 


simultaneamente «u=0 e B=0) a equação 5.16 é equação de uma rela, O 
mesmo awntecendo com a equação 5.15. Por auiro lada, à ponto À pertence à 


qualquer rela dada por 515 De falo, subsliluindo as coordenadas de A em 5.15 
temos: 


“(axa +biys +e)+f(ax, +boys + 6)= 0 (5.17) 


Porém sabemos que Ace BAES. Assim: 


aka +Dya +6, =D a doXa tboya +02 =0 


Portanto 5.17 torna-se u(0)+P(0)=0 que é uma sentença sempre 
verdadeira, 
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Exercicios Resolvidos 


5 69) Sendo a e BGnúmeros reais quaisquer, não simultaneamente nulos, o que 
representa a equação a(3x+2y-W+fi(4x-y+9)=07 


Solução 


Como é fácil verificar, as equações 


dx +2y-1=0 e dx-y+9>20 
E SW 
representam duas retas concorrentes no ponto AC) Assim, a em 


quação dada representa o feixe de retas concorrentes em À 


5 70) Sejam re s duas retas concorrentes, de equações. 
(r). 4x-y-2=0 
(s):3x -y-1-0 
Sendo k um número real qualquer, o que representa a equação 
(dx-y -2)+k(3x-y-1)=0? 


Solução 


Consideremos inicialmente a equação 
a(dx-y-2)+B(3x-y-1)=0 (1) 
Como é facil concluir, as retas re s são concorrentes no ponto A[1,2). 


Portanlo, a equação (l) representa o feixe de retas concorrentes em A. 
Suponhamos agora q = O A equação (|) poderá ser escrita então: 


a f ” 
a RO 0 
ou (4x-y-2)+Ltax-y-1)=0 (H) 
a 


SE fizermos Ê =k a equação (ll) pade ser escrita. 
Cr 
(áax-y-2)+k(3x-y-1)=0 (NI) 


que é a equação dada no enunciado do problema, Porém a equação (ll) foi 
obtida supondo qz0, isto é ela representa o feixe de retas con 
correntes em À, com exceção da rela de equação 3x-y-1=0, que & à 
reta s. Podemos dizer também que a equação [Illj é um conjunto de retas 
concorrentes em d(1; 2) ou, ainda, uma familia de reias concorrentes em À. 


5.71) As retas res têm equações: 
(1): x+2y-4=0 


(ss) Jx+y-2=0 
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5.72) 


Aa) 


5.74) 


154 


Sendo k um número real qualquer, o que representa a equação 


k(5x+2y-4)+(3x+y-2)=07 
Solução 


As retasres são Concorrentes no ponta A(D: 2). Portanto, usando 0 ho 
raciacijnio do exercício anterior, concluimas que a equação dada ia 
O feixe de retas concorrentes em A(O; 2) com exceção da reta 1 de equaçã 


9x+2y-4=0 


Determine o centro do feixe de retas concorrentes Cuja equação é 
K(Ix + y 1 tfx+ y=-7)=0 
ônde k e t são números reais, corn kz0 ou tz0. 


Solução 


O centro do feixe é o ponto pelo qual passam todas as retas do feixe. 


Portanto, usando para determina-lo, hasta procurarmas a interseção de 
duas retas quaisquer do fexe Por exemplo 


[3x+y-11=0 
lx+y-7=0 


Resolvendo este sislêma obtemos o ponto (2: 5), que é o centro do feixe. 


Sendo K um número real qualquer, o que representa a equação 
(Qk+3)x-(k+1)y+(5k45)=02 


Solução 


À Equação dada pode ser es 


certa: 2kx+ Ix-ky-y +5k+5=0 
Colocando k em evidência, | 


emos: 
k(2x-y+5)+(3x-y45)=0 (ú 


[2x-y+5-0 


O sistema tem como solucã ar (0; 5). 
|3x-y+5=0 Re ) 


Portanto, a equação dada (que & equivalente à equação (1)) representa um 
feixe de retas concorrentes em (0, 5). com exceção da reta de equação 


ex-y+rã=0 


Mostre que a equação (k+2)x+(1-K)y (136 47)=0 


representa um 
conjunto de retas que passam por um mesmo ponto, 


5.15) 


5.76) 


Solução 


Poderiamos resolver este problema do mesmo modo que o anlerior. Vamos 
porém, usar um outro processo: substituir k por dois valores quaisquer. Por 
exemplo, k=0 e k=1. Parak=0, a equação dada fica: 


2ex+y-7=0 tl) 
e parak = 1 a equação dada fica 
Sx-20=0 (113 


Resolvendo o sislema formado pelas equações (e [llj obtemos [d; —1) Se 
subsliluirmos esse par ordenado na equação dada obtemos 


(3k +2)(4) +(1=K)(=1)=(13k +7)=0 q) 
É fácil concluir que a equação (ll!) é válida para qualquer ke e, podanlo, 
que o ponto (4; —1) pertence a todas as retas dadas pela equação: 
(3k+2)x+(1-k)y-[13k+7)-0 
Consideremos os dois feixes de retas concorrentes dados pelas equações: 
n(4x-y-2)+B(5x-y-3)=0 08; 
k(dx ey 134 t(Ix ey 11)=00 0 (13 


Determine a equação da rela comum aos dois feixes 
Solução 


Para obtermos o centro do feixe ()) resolvemos o sistema 
[dx-y-2=0 
láx-y-3=0 


Obtendo A(1; 2). 
Para obtermos o centro do feixe (Il) resolvemos o sistema 


[4x-y-2=0 
(áx-y-3 =) 
Obtendo Bi(2; &) 
à reta comum aos feixes é aquela que passa por À e 8 Delerminamos a 
equação dessa reta que é: 
dx-y-1=0 
Consideremos a familia de retas dada pela equação 
kiZx-y+5)r(Ix— dy + 1)=0 
Determine a equação da rela dessa famila que passa pelo ponto 
(6): 
Salução 


Substituindo o par (1,6) na equação dada temos: 
k(2-8+5)+(3-24+1)-0 
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o que nos dá k= 20. 
Fazendo k = 20 na equação dada, obtemos: 


20(2x-y+5)+(3x— 4y+1)=0 
ou:43x—-24y+101=0 


Exercícios Propostos 


577) Determine o centro do feixe de retas concorrentes definido pela equação. 
a(24x-4y-15)+B(12x+4y-9)=0 


5.78) Consideremos um conjunto de retas concorrentes cuja equação é: 
kO+y+D)+(x-y-3)=0 


; nto 
Determine a equação de uma reta desse conjunto que passa pela po 


5.79) Consideremos um feixe de retas concorrentes, dado pela equação 
a(5x+2y-4)+B(3x+y-2)=0 


Determine a reta desse feixe que passa pelo ponto A(1; 3). 


580) Sendo k um número real qualquer, o que representa a equação 
k(6x-y+4-6V2)+(V2x-y+2)=07 


5.13 - FEIXE DE RETAS PARALELAS 


Consideremos uma reta qualquer r do 

lano cartesiano. 

O conjunto formado pela reta r e por 
vodas as retas do plano cartesiano que 
são paralelas a r constitui um feixe de retas 
paralelas. 

Conforme vimos no intem 5.7 deste 
capitulo, se uma reta r tem equação. 


ax+by+c,=0 


uma reta qualquer, paralela a r tem equação que pode ser escrita 
ax+by+c, = 0 
Portanto, dada uma reta r de equação 
ax+by+c=0 


a equação do feixe de retas paralelas a r é: 
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onde k é um número real qualquer, isto é para cada numero real k teremos uma 
reta do feixe. 
Se a reta r não for vertical, sua equação podera ser colocada na farma 


reduzida 
Y=mx+N 


e portanto, uma oulra reta paralela a r terá equação 
v=mx+n 


Portanto nesle caso à feixe de retas paralelas a r lambém pade ser representado 
por: 
|y=mx+k | (5.19) 


onde k à um número real qualquer. 


Exercicios Resolvidos 
5.81) O que representa a equação dx +3y+k=Oonde ke ? 


Solução 


Confome já discutimos, essa equação representa um feixe de retas parale- 
las Para obtermos uma reta qualquer do feixe, subslituimos K por um 
número real qualquer, por exemplo façamos k = 1, obtendo 4x +3y+1=0. 


5.852) Consideremos um feixe de retas paralelas de equação y=fx+4k. 


Fo 
Determine a reta desse feixe que passa pelo ponlo | 5). 
A 


Solução 
ço É 2:54 

Substituindo o par [4:3) na equação do feixe lemos: 
5 
= =+7(4)+k 
= 714) 

ou k= sai 

2 


; 51 
Portanto, a rela procurada tem equação y = 7x NA 


5.83) Sendo ke |, à que representa a equação 4x +k=0? 
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Solução 


Atribuindo um valor arbitrário 
a k, por exemplo —4, temos: 


4x-4-0 


ou: x=1 


Podemos dizer então que a equação dada é a equação do feixe de retas 


paralelas à reta r de equação x = 1. 


5 84) O que representa a equação sen(x-y)=0? 


Solução 


Conforme sabemos da Trigonometria, temos: 


sen(x-y)=05x-y=kzo y=x-ka 

onde k é um número inteiro qualquer 
Neste caso, como k não pode ser qualquer 
número real, mas apenas inteiro, a e- 
quação y=x-kr não representa um 
feixe de retas paralelas. Mas podemos 
dizer que a equação y =x-kx representa 
um conjunto (ou uma família) de retas 
paralelas. Para cada número inteiro k 
obtemos uma reta do conjunto. Vejamos 


alguns exemplos: 


k =2 y=x-27 
k=1 yY=x-a 
k=0 y=X 
k=-1 y=x+2a 
k = -2 y=x+2a 


Exercícios Propostos 


(é a reta r da figura) 
(é a reta s da figura) 
(é a reta t da figura) 
(é a reta u da figura) 
(é a reta v da figura) 


5.85) Dê uma equação para o feixe de retas paralelas à reta de equação 


5x-12y+7=0. 


5.86) O que representa a equação cos(y -x)=1? 


5.87) Uma reta r é dada por suas equaçãos paramétricas: 


Ix=4-2t 
ly=1+t 


a) Dê uma equação para o feixe de retas paralelas a r. 
b) Determine a reta do feixe que passa pelo ponto (-1,10) 
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Exercicios Suplementares 


11.1) 


11.2) 


11.3) 


11.4) 


11.5) 


11.6) 


11.7) 


11.8) 


11.9) 


11.140) 


A reta de equação 2x -3y + 7 = Ocorta os eixos coordenados nos pantos À 
es 
e B DE a equação da mediatriz dá segmento AP. 


Consideremos as pontos A(m; 3 -m) e B(0; —3 —3m), com m » O. Determine, 
em função de m, às coordenadas do ponto em que a reta AB intercepla a 
bisselriz dos quadrantes pares 


Determine a equação da reta que passa pelo ponlo A(4; -3) E pelo panto 
de interseção das relas r e s cujas equações são, respectivamente, 
2x-34+13=0 e 4x+y-9-=0. 


No lrângulo ABC, M(3, 5), Nt-1; 2) e P(-5; 0) são os pontos médios dos 
lados BE, AC e AB respeclivamente. Determine a equação da reta AB. 


Pelo ponto P(2, -3) conduz-se uma rela r que intercepta o eixo das 
abscissas no ponto À e à rela de equação y = 2x no ponto B. Dé a equação 


—s 
da reta r de modo que P seja o ponto médio do segmento AB. 


Mastre que as três retas de equações 

xa-2y 8-0 

3x+y-3=0 

(a+3b)x+(b-a)y 5a-3b=0 

passam por um mesma ponto, quaisquer que sejam os números reais a € b. 


São dadas as retas re s cujas equações são respecitavamente x+y-3=0 
e 4x-y-7 =D. Seja À à interseção das retasres . Sobre a rela r toma-se 


o ponto B de abiscissa igual a —1. Determine um ponto de s que é 
eguidistante de Se A. 


Dê o ponto de interseção das retas AB e CD sendo A(O: 5), B(-2; 0), 
Ct-5:2) e D(3: 4). 


As relas cujas equações são 


x-y+4-0 
x+y-5=D 
dx—y—-3=0 


interceptam-se, duas a duas, nos pontos À, Be € Determine o baricentro 
do triângulo ABC. 


Determine os valores de a e & de modo que a reta de equação 
b Ê ; 
(3b + da)x+ Voposbja paralela ao eixo Ox e inlercepte a bissetriz dos 


quadrantes pares no ponto de abscissa igual a —4. 
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11.11) 


11,12) 


11.13) 


11.14) 


11.15) 


11.15) 


11.17) 


11.18) 


1.18 


ima) 
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Consideremos as telas de equações: 

x-2y+1=0 

Ix+y+2=0 

x+y+k=0 

Determine o valor de k de modo que as três retas passem por um mesmo 
ponto. 


Consideremos as retas r e s cujas equações são 7x+9y-14=0 e 
7x+6y-35=0 respectivamente, Às retas re s interceptam 0 eixo Ox nos 


pontos À e B Sendo C o ponto de interseção de re s, determine a área do 
lriângulo ABC. 


Mostre que a equação x) -3x? - dx +12=0 representa lrês retas distintas. 


Os lados de um triângulo estão contidos nas retas de equações 
x=0 

v-— 

x+2y+k=0 


a? 
Determine o valor de k sabendo que a área do triângulo é igual a É 


É dadc 0 panlo Ai2; -3) e sobre a rela r, de equação 2x+y-3=0D, 
toma-se um segundo ponto B. Determine as coordenadas de B, de modo 
que a reta AB tenha o dobro do coeficiente angular da reta r. 


Uma reta r é dada pelas suas equações paramétricas. 
(x =2-% 
ly =4+(k+1)t (te ) 


Dada uma reta s de equação x-94+12=0, determine o valor de k de 
modo que as retas re = sejam paralelas, 


seja a(o ; 243) - Determine sabre o eixo das abscissas um ponto B tal que 


—s 


a reta ÁBfarme 60º com a reta bissetriz dos quadrantes impares. 


O quadrilálero ABCD da figura é um 
retângulo e M é é ponto médio de AB 
Sabendo que A(O: 0), B(4; 4) e Cl=3: 11), 
determine a equação da reta que passa A LT R 
por P e é pegendicular a reta r. Pd M 


As retas cujas equações são 3x-2y+5=0 x+y-1=0 e 2x+3y-21=0 
interceptam-se duas a duas em trés pontos À, B e C. Verifique sE O 
triângulo ARC é acutângulo, relânguio ou obtusângulo. 


1.20) Determine a equação da reta r da 


11.21) 


11.22) 


11.23) 


11.24) 


11.25) 


11.26) 


11.27) 


1128) 


figura ao lado. 


Na figura ao lado, é triângulo 
ABC é equilalero de lado 1=0, 
Determine a equação da rela r 


Consideremos um ponto P(2, 3) e uma reta r de equação 2x+y-a=0 
Seja O a projeção de P sobre r. Determine o valor de a de modo que os 
pontos A(2; 0), B(D; 3) e Q estejam alinhados. 


A equação (xy) = 15 representa duas retas. Verifique a posição relativa 
delas. 


Consideremos um triângulo retângulo ARC onde A(ã; 2) e B(9, 5) são os 
exlremos da hipotenusa. Sabendo que a relá AC & perpendicular à reta de 
equação dx-3y -10= 0. determine as coordenadas do vértice O. 


A equação 12x +yº -7xy+2x-y-2=0 representa duas retas. Sendo O 
o ângulo agudo formado entre elas, determine o valor de tgh. 


Seja O a crigem de um sistema de coordenadas cartesianas. Uma rela r 
corta os eixos coordenados em pontos À & À de moda que o triângulo AOR 
tem área igual a 20. Determine a equalçao de r sabendo que ela & 
perpendicular à reta de equação 2x -5y+395=0 


às retas re s são perpendiculares e passam pela ponto A(3; 2). Sendo B e 
E os pontos ande re s catam a eixq das abscissas, determine as equações 
der es sabendo que a medida do segmento ETo Ê 5. 

Na figura ao lado, o quadrilátero ABCD é Õ 
um quadrado. Senda E um ponto qualquer 
do prolongamendo do lado AB, meslra que 
es. —s 

BG é perpendicular a DE. 


11.29) Na Tigura ao lado, ABCD é um relângulo. 
sendo Ee F as projeções de Be D sobre 


AE , mostre que o quadrilátero DEBF é 
um paralelogrammo, 


1.30) Consideremos um triângulo cujos vêrices são A(O, 6), B(8, 0) e CI9; 3). 


Dado P(7: 7), sejam D, E e F, as projeções de P sobre AB, AC e BC 
respectivamente. 

a) Delermine os pontos D, E e F 

b] Mostre que D, É e F estão alinhados 
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PARTE II 


Capitulo 6 — Parábola 
Capitulo 7 — Elipse 
Capítulo 8 — Hipérbole 
Capitulo 9 — Cônicas 


Capitulo 


6.1 - INTRODUÇÃO 


O objetivo deste capitulo é estudar graficamente inequações do tipo 


axrby +c>0O 


a, be c são números reais 
onde 


x ey são variáveis reais 


Inequações do 1º grau 
a duas variáveis 


Os casos em que a = 0 ou b = O são mais fáceis de serem analisados (já 


fizemos exercicios desses tipos no capitulo 2) Vamos ver alguns exemplos. 


a) Consideremos os pontos P(x; y) tais que 4x -8 > 0. Temos: 


4x-8B>00x>2 


Portanto, os pontos P são aqueles 
situados à direita da reta r de equação 
x = 2. (Podemos dizerm que essa região 
é um semiplano aberto). 


b) Consideremos os pontos P(x; y) 
tais que tais que: 


4x-8>0 
4x-8>005x>2 


Neste caso, os pontos P(x; y) que 
satisfazem a condição 4x — 8 > O são 
aqueles que estão à direita da reta r de 
equação x = 2, reunidos com os pon- 
tos da reta r. (Nesle caso temos um 
semiplano fechado). 
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c) Seja a Inequação 


-By+18>0 
“By +18 >0 3 


Os pontos Pfx; y) que satisfazem 
a condição &Gy+18=0 estão abai- 


xo da rela r de equação y=3 [| Neste 


caso, os ponios P conshituem um 
semiplano aberto.) 


d) Represenlemos os pantos Pfx. v) do plano tais que 
Ox+04+3>0 (1) 


A condição (|) ê salisfeila para qualquer para (x; y); portanto, ela representa 
todo o plano cartesiano. 


&) Consideremos o conjunto A de pontos do plano tais que 
Dx+0y-4>0 (1) 


A condição (l) é obviamente falsa para qualquer par (x y). Portanto, O 
«njunto À é a conjunto vazio: 


A=t8 


No ilem seguinte vamos concentrar nossa atenção nos casos em que a 20 
e bz0, 


6.2 - SEMIPLANOS DETERMINADOS POR UMA RETA 


Consideremos a expressão F(x, y) = ax + by+c onde 220 e bz0. 
Nestas condições, podemos dizer que a equação 


ax+by+c=0 | (1) 


representa uma reta r não-paralela a nenhum dos eixos e portanto possui equação 
reduzida: 


y=mx+n| dl) 


186 


Sendo P(xo:yo) Um ponto de r temos: 


| Yo= mx, + | (HI) 


O ponto A da figura 6.1 está “acima” de 
re portanto 


Ya 2 Yo (14) 


De (IV) e (ll) tiramos 


| ya mx +n | (M) 


Fig. 6.1 


O ponto B da figura 6.1 está “abaixo” de re portanto 


ya <Yo (VI) 


Podemos então concluir que a relação (V)(ya >mxa +n) vale para 


De (VI) e (Ml) tiramos: 


qualquer ponto A situado “acima” de r, e a relação (Vll)(yg <mxg +n) vale para 
qualquer ponto B situado “abaixo” de r. 


Em resumo: 


Dada uma reta r de equação re- 
duzida 
y=mx+n 


temos: 


a) Todos os pontos situados acima de r 
satisfazem a condição 


y>mx+n 


b) Todos os pontos situados abaixo de r 
satisfazem a condição 


y<mx+n 


Exemplos 


a) Representemos os pantos do plano que satisfazem a condição 
3x +4y-12>0 
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Em primeiro lugar, observamos que 


3 
Indy sd de O e gi h 


E 3 
Em seguida desenhamos a reta r de equação pardo 


(ou 3x+4y-12=0) obtendo a figura a. 


E 


Os pontos que satisfazem a condição 


Fig. a 


3 
>->x+3 
q 
são aqueles situados “acima” de r (figura b) & 


b) Vamos representar os pontos que satisfazem a inequação 
2x-5y-10>0 
Temos: 


2x-5y-10>00»y<Éx-2 


Desenhamos a reta r de equação y = x2( ou 2x-5y-10=0) obtendo 


a figura a abaixo: 


Fig. a EA Fig. b 


Os pontos que satisfazem a condição y «< Éx- 2 estão "abaixo" de r. Coma 


mostra a figura. 
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Caso Geral 


Juniando as discussões leitas anteriormente, podemos concluir que, dada 
uma expressão Fixiy)= ax+by+c, onde a é b não são simultaneamente nulos, 
iemos: 


1º) A equação ax + by + & = D representa uma reta r que divide à plano em dois 
semiplanos abertos. 


2') Todos os pontos situados em um dos semiplanos abertos salisfazem a 
condição 


F(xiy)=ax+by+c>0 


3º) Todos os pontos situados no outro semiplano aberto salisfazem a condição 
Fixiy]j=ax+by+c<0 


Exemplo 


Vamos retomar à exemplo a resolvido anteriormente. 

Queremos represenlar os portos dao plano que satisfazem a condição 
3x +47y-12>0 Em prmeiro lugar desenhamos a reta r de equação 
dx+dy-12=0Offig a) 


A Solução da inequação dada é cer- 
tamente um das semiplanos abertos de- 
lerminados pela reta r. Para saber qual 
deles é a resposta, basta testar em 
Fix,y)= 3x+4y-12 um ponto qualquer 
que não pertença a r Por exemplo, 
tomando o ponta A(2;-1) temos: 


F(z-1)=3(2)+(4)(-1)=12=-10<0 


Assim, descobrimos que o semiplana 
correto é aquele que não contém A, 
ou seja, aquele colondo na figura b. 
Em vez de de A, poderiamos ler 
usado a própria origem, o que em 
geral facilita os cálculos: 


F(0.0)=3(0)+4(0)-12=-12<0 


Fig. Db 
Observação: Na resolução de certos problemas, pode ser úlil assinalar com sinal + 
O semiplano correspondente a 
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ax+by+c>0 


e assinalar com sinal — o semiplano correspondente a 
ax+by+c<o 


Assim, no exemplo anterior, temos a expressão F(x:y) = 3x+4y-12 Sendora 


reta de equação 3x +4y-12=0, vimos que “acima” de r vale 3x +4y-12>0 e 
“abaixo” de r vale 3x+4y-12<0. Indicamos isso com os sinais + e — na figura 
abaixo. 


Exercícios Resolvidos 


6.1) Represente graficamente os pontos (x; y) que satisfazem as condições 


dadas: 
pena pESBio a 
a) e b) ou 
Desa x+y-420 
Solução 


a) Seja A o conjunto dos pontos tais que x-2y+2<0. Temos: 
1 
dao GEAR O Po 


Sendo ra rela de equação y= 5%, 


; 1 
os pontos que satisfazem Pd 


(isto é, os pontos de A) estão “acima” de 
r (figura a) 
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Seja B o conjunto dos pontos tais que x+y-4>0. Temos 


x+y-42005y2>2-x+4 


a. 


14 
Sendo s a reta de equação N 
x+y-4>0,o0s pontos que sa- 4 EM 
lislazem y>-x+4 (isto é, os 
pontos de B), estão “acima” de 
s e sobre s, (é um semiplano 
fechado) conforme vemos na 
figura b. 


Fig. b 


O conjunto € dos pontos que satisfazem 
x-2y+2<0 e x+y-42>0 


éa interseção de Ae B: 


C=AnB 


. 
es 
e 
«. 


O conjunto C está representado em 
vermelho na figura c. Os ponlilhados e a 
“bola vazia” no ponto (2; 2) indicam pontos 
que não estão no conjunto €. 


grecc-cennnancano 


Fig 


b) O conjunto D dos pontos que satisfazem 
x-2y+2<0 ou x+y-420 


é a reunião de Ã eB 
D=AuB 


Os pontos do conjunto D 
estão indicados em vermelho na 
figura d. Os pontilhados indicam 
pontos que não pertencem a D. 
Repare que nesle caso o ponto 
(2, 2) faz parte de D. 
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5.2) 


6.3) 
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Represente os pontos (x, y) lais que (peso pa 20 
x+3y-3 


Solução 


Em primeiro lugar, fazemos o esludos dos sinais das expressões 
F(xy)=2x-3y-3 (figuraaje F(x,y)=x+3y-3 (figura b) 


Fig. b 


F die 
Para que ocorra E >0, Fe F, devem ter 0 mesmo sinal, isto é, ou ambas 
2 


E = E j F. 

são posilivas au ambas são negativas. Para que ocorra — =0 devemos ler 
2 

F, = 0. Outro fato a ressaltar é que devemos ler F, + O. Portanto: 


Rad a e x+3y-3 com 0 mesmosinal 


Analisando as figuras à e b, lomamos as panlas que fazem com que F, E 
F, tenham o mesmo sinal Tomamos lambém a reta r de equação 
2x-3y-3=0 e aliminamos os pontos da reta s de equação x+3y-3=0 

Obtemos então a região marcada em cinza na figura c. 


Va. 


Represente os ponlos do plano tais 
que 


|x + 2y| > 2 


Solução 
fds saia 
x+2y|>20 ou 
ER 2y<«-2 


8.4) 


Seja à O conjunto dos pontas do 
plana tais que x + 2y > 2 
Temos: 


x+Zy> De yes 


Sendo ra rela de equação 
1 
pes, os pontas de A 


estão representados na figura a. 
seja B o conjunto de pontos do 
plano lais que x+2y < -2 


x+2y< De ye 5x1 


Sendo s a reta de equação 
y= 541, os pontos de B 


estão representados na figura b. 
Sendo € o conjunto de pontos 
tais que |x+ 2y| > 2 devemos ter 


C=AuwB 


O comunto € estã representado 
na figura €. 


Represente os pontos que satisfazem |x+ 2y|< 2 


Solução 
RPRENEAE 
|x+2y)<20>-2e x+2y<26- e 
Pe 


deja À O conjunto dos pontos tais que x+2y<2. O conjunla À esla 
representado na figura a. 

Seja 8 o conjunto dos pontos tais que x+2y > —? 

O conjunto B estã representado na figura b. 
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6.5) 
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Sendo € o conjunto dos pontos tais 
que 
X+2y<2 e xau dy>-? 
temos: 
Lo =AhB 
O conjunto G eslã represenlado na 
figura c. 


Fig. € É 
Represente os panlos (x: y) lais que |x|+|y| Ea 
Solução 


Vamos considerar d casos: 
1º)[ xz0 e yz0 


Neste caso lemos |x/=x e |y|=y . Assim, a condição |x|+|y| < 2 pode ser 
escrita: 


x+y<2 


Os pontos que satisfazem 
x+Yy £ 2 (considerando x20 
e y 20) eslão representados 
na figura a. 


DP ECETE 


Agora temos: |) =-x e ly|=y 
Com 1580, à inequação dáda 
pode ser escrita: 

-X+yY€2? 
Os ponios que salisfazem esla 
última inequação (com a con- 
dição x sx 0 ey > 0) estão 
representados na figura b. 


39|x2x0 e y so | 


Neste caso vale |) = —- x e 
ly) = — y Portanto a inequação 
dada fica: 
-K-yo2 

E sua represenlação estã na 
figura c. 
4º xs0 e ys0 

bd== e |yl=—y 


A inequação dada fica 
x-y x? 


e sua represenlação eslá 
na figura d. 


Os ponlos que salisfazem a condi- 
ção Ix|+Iy)s 2 são obtidos reunindo 


os ponlos das quatro figuras an- 
lerores. Obtemos enlão a figura e. 


Exercitios Propestos 


Y 


6.6) Represente os pontos do plano tais que: 
ajx+y-3<0 cjx-2>b 
b) 2x-3y 50 d) |y|<2 


175 


6.7) 


6.8) 


6.9) 


6.10) 


611) 
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Represente no plano os pontos tais que 


E a po SiS 
a) ou b) e 
|2x-2y 50 ax-3ys0 


Resolva graficamente os seguintes sistemas de inequações simullaneas. 


[3x+4y-12>0 
aj àx+4y-12<0D bi 1x-y+1ã0 
x-y+1>0 |x-2>0 


dx-3y-4=0 
c) 4x +y-20<0 
(2x +3y-12>0 


Escreva um sistema de 
inequações simultâneas que 
represente a região da figura 
abaxo. (A resposta não é 
únicah 


Represente os pontos (x: y) tais que: 
a)|x<2 e lyjx3 

b)Ixj<2 e x-y+1>0 

c) x+|y|>2 

o) |xl+|y|<3 

e) |xl+|y|> 3 


Represente os pontos do plano tais que: 
a) (2x-y +5)(x+2y)< 0 
2x-y+5 En 
x+2y 
x+3 
[é 
JR 


b) 


<3 


6.12) Situe na plano cartesiano os pontas Píx, y) para OS quais a equação em a: 
(x+2y)aê-3a+(2x-y+5)=0 


admite raizes de sinais contrárias. 
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Capitulo l 
Transformações de 
coordenadas 


7.1 = TRANSLAÇÃO DE EIXOS 


Consideremos em um plano dois 
sistemas de coordenadas cartesianas 
ortogonais xOy e xO'y' tais que o eixo 
O'x' tem o mesmo sentido de Ox e o eixo 
O'y' tem o mesmo sentido de Oy. 
Dizemos então que um dos sistemas 
pode ser obtido do outro, através de uma 
translação dos eixos. 

Sendo a e b as coordenadas 
de O'em relação ao sistema xOy, 
consideremos um ponto P qualquer do 
plano tal que suas coordenadas são: 


x e y em relação ao sistema xOy 
x'e y' em relação ao sistema x'O'y' 


O a x x 
Fig: 72 


Observando a figura 7.1, tiramos facilmente as seguintes relações: 


Que são as fórmulas de transformação de coordenadas para o caso de translação 
de eixos. 


Exercícios Resolvidos 


7.1) Consideremos o ponto A(3; 5) em rela-ção a um sistema de coordenadas 
xOy. façamos uma translação nos eixos lal que a nova origem O' é dada 


por O'(1:2) em relação a xOy. Obtenha as coordenadas de A no novo 
sistema. 
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7.2) 


13) 
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Solução 


Seja xO'y'o novo sislema. 
Temos: 


x=x+a e y=y+b 


ou x=x-a e y=y-b 


3 


o e b=2 
onde: 

x=35 e y=5 
assim: 

Rca 
y=5-2=3 


Partanto, no novo sistema lemos: A(2,3) 


Consideremos uma reta cuja equação é 
3x -By+9=0Q 
em relação a um sistema xOy. Façamos uma translação nos eixos lal que 3 


nova origem seja O'(4;-5) em relação a xOy. Obtenha a equação da rela 
no novo sislema. 


Sotução 


Seja xO'y' 0 novo sislema. Temos; 
x=x+a e y=y+b 

Mas; a=4 e b=-5 
Assim: x=x+4 e v=y-5 
Subsliluindo em 3x- 8y+3=0 ablemos; 

3(x+4)-B(y' -5)+9=0 
ou, após as simplificações: 

3x -8y'+61=0 
Em relação a um sistema xOy, uma curva (L] tem equação: 
x +42x+4y-3=0 


Faz-se uma traslação de eixos, e em relação ao novo sistema XOY, a 
equação de (L) não possui termo em X, nem lermo independente. Determine 
a origem do sistema XOY em relação aos sistema xOy. 


Solução 


Seja (a; D) a origem do novo sistema, em relação ao sistema xOy. 


ix=X+a 


Temos: 
ly = Y+b 
Então, (X+a/+2(X+a)+4(Y+Db)-3=0 
e daí: X +(2a+2)X+4y+3º+22+9b-3=0 
Devemos ter: 
[AR 2=0 
e 


EE 


pentão a=-1e b=1 
À nova origem é O ponto [=1: 1) em relação ao sistema xOy. 


Exercicios Fropostos 


7.4) 


75) 


7.5) 


Cosnideremos um sistema xOy e um sistema xOy' obtido por translação do 
primeiro tal que O'f4; —B) em relação a xOy. Em cada caso a seguir, são 
dadas as coordenadas de um ponto em relação ao sistema xOy. Qhlenha as 
coordenadas desses pontos em relação ao sistema x0O'y 


a) (7:-1) 
b) (3:0) 
c) (-9:-1) 
d) (-2 : 6) 


- 
, 
] 
4 
1 
+ 
+ 
. 
+ 
. 
r 


RR | 

o 
Consideremos um sislema xOy e um sislema x'O'y', obtido do primeiro por 
trans'ação tal que Q(4;-8) em relaçção a xOy. Em cada caso a seguir, é 


dada a equação de uma reia em relação ao sistema xOy, Obtenha as 
equações dessas retas em relação ao sistema x'C'y'. 


a) Bx+2y—-1=0 

b Eye —-10=0 

ida 

Cc) x+3=0 

d)y-7=á 

Em relação a um sistema xOy, uma curva (L) tem equação: 


vê 2x +y+3x+1=0 


7.2- 


o a = E [7 UR a 
Faz-se uma translação de eixos e, em relação ao novo sistema x'O'y 


equação de (L) não possui termos do 1º grau. Determine O' em relação 30 
sistema xOy. 


ROTAÇÃO DE EIXOS 


Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais a 
(figura 7.2) Mantendo a origem O fixa, vamos girar os eixo Ox e Ou 

sentido anti-horário, do mesmo ângulo 6 (figura 7.3) Obtemos assim 0 

sistema x'O'y'. 
y 


Fig. 7.2 
Seja P um ponto que tem 
coordenadas x e y em relação ao 
sistema xOy e cordenadas x e y 
em relação ao sistema x'O'y' (figura 
7.4) 
da figura tiramos: 


|* =O0D-CD=OD-AB 


(1) 
PRE 


Observando os triângulos PAB e OBD temos: 


Fa 
07) 
ABEL. V B 
AB = y'senQ OD = x cos0 
Ap=y'cos6 DB = x'senê 


Substituindo nas relações (1), obtemos: 
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is 
y=x'senô+y'cos0 


Exercicios Resolvidas 


77) 


7.8) 


Consideremos o ponto P(4, 3) em relação a um sislema de coordenadas 
xOy Determine as coordenadas de FP em relação a um sislema xOy', 


obtido por rolação de xOy, no senhdo anti-horário, de um ângulo A = 60º 


Solução 

Aqui temos 

[ EA sent) = e 
de cosh = : 


Usando as fármulas 7.2 


x=x'cosb-ysenO) e y=x'send+y'cos0 
| 

ou a=*(5)-y s3 e sex yl 
2 (2) 


Simplrficando, ficamos com o sislema: 


] = ly =8 
| 43x +y' =6 


que, resolvido, nos dá: 


| 44343 DA 
X=""D e yv=—"———— 
2 2 


Assim, em relação ao sislema x'O'y' temos: 


RETES ei) 


1 


2 Pi 


Dado um sistema xOy, seja x0'y' um outro sistema, oblido do primeiro por 
uma rotação de Q= 60". Uma reta lem equação 2x-dy+1=0 em relação 
ao sistema xOy, Oblenha a equação dessa reta em relação ao sistema 


X0O'y'. 
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Solução 


Aqui temos: sen0 = = e cos0 = 


As fórmulas (7.2) ficam: 


1 J3 

x=x'cos0 -y'sen0= x. ——y'.— 
y 2 É 2 

J3 1 

y=x'senb+y'cos0 = x. E RÃ 2 


Substituindo em 2x -4y+1=0 abtemos 


LS E 
[esr o es E yle=o 


que, após as simplificações, transforma-se em: 


(1-2/3)x-(2+3)y+1=0 


«xercicios Propostos 


7.9) 


7.10) 


711 
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Seja o ponto A(-5: 2) em relação a um sistema de coordenadas cartesianas 
ortogonais xOy. Consideremos um sistema x'O'y' obtido a partir de xOy por 


rotação de um ângulo 6 no sentido anti-horário. Sabendo que senB=0 6e 


cos6 =0.8, obtenha as coordenadas de A em relação ao sistema xO'y'. 


Uma reta rem equação 8x+6y+3=0 em relação a um sistema de 


coordenadas cartesianas ortogonais. Obtenha a equação dessa reta em 
relação a um outro sistema, obtido do primeiro por uma rotação de 30º. 


Uma reta tem equação 
26x +52y+3=0 em relação 
ao sistema xOy representado 
na figura Obtenha a equação 
dessa reta em relação ao 
sistema x'O'y' sabendo que 


PR SA e Gotg= dE 
13 13 


Capitulo 


Distância de ponto a reta 


8.1 - INTRODUÇÃO 


Dada duas figuras F e F', seja d a distância entire um ponto P de F e um 
ponto P' de F' 


F 
Ão menor valor possivel para d, 
damos o nome de distância entre as d 
: : P 
figuras Fe F'. 
Exemplos 


a) Consideremos o caso em que uma das figuras é uma reta re a outra é 
um ponto A fora de r. Podemos considerar vários pontos em r e calcular suas 
distâncias ao ponto À (figura a). Porém, em Geometria Plana, demonstra-se que a 
menor distância é aquela entre o ponto Ae a projeção de A sobre r (figura b). 


A A 


E aidlis 


Portanto, para obtermos a distância d entre um ponto À e uma reia r, 
traçamos por À uma reta s perpendicular a r. Determinamos a interseção À' entre r 
e s. Por fim, determinamos a distância d de A e A'. Devemos observar que 
quando o ponta À está em r (figura c) a distância entre A e r é nula. 
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Fig. c 


b) Consideremos duas circunferências F e F', de centros Ce C', que não 


se interceptem , como mostra a figura a. Podemos tomar um ponto P em F. e um 
ponto P'* em F' de vários modos (figura a). Em Geometria Plana demonstra-se 


que, para obtermos a distância minima, devemos temar os pontos Pe P'de modo 
que o segmento Pê esteja contido na reta CC (figura b). 


c) Para o caso da figura ao lado, a á 
distância entre as circunferências Fe Fé a 
distância d. 
P 
d) Quando as circunferências tem ponto F F' 
em comum, a distância entre elas é nula, pa fi 
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e) Para obtermos a distância d 
entre duas retas paralelas r e s, 
traçamos uma rela t que seja per- 
pendicular a r e s. Em seguida 
determinamos as interseções de t com 
res, oblendo os pontos À e B A 
distância entre os pontos Ae Bé a 
distância procurada. 


f) Quando duas retas são con- 


correntes, a dislância entre elas é 
nula. 


Exercícios Resolvidos 
8.1) Determine a distância do ponto P(2; 3) à reta r de equação x-3y -5=0 
Solução 


A reta r tem equação 
x—-3y-5=0. 


Portanto a equação da reta s, per- 
pendicular a r pode ser colocada na 


forma: 
3x+y+k=0 
s 

Como s passa por P, podemos substituir as coordenadas de P na equação 
des: 

3(2)+3+k=0 
obtendo k = -9. Assim, a equação de s é: 

3x+y-9=0 
Para obtermos a interseção A entre re s, resolvemos o sistema 

fx -3y-5=0 

[3x+y-9=0 
donde: (16 é =3) 


[5'5) 


Por fim, calculamos a distância ente Pe A: 
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sinos EEE 
d= Jo voy) (2-8) (305) ba 


O cálculo da distância de um ponto a uma reta é muito importante em 
Geometria Analítica Assim, os dois próximos itens são dedicados a 
obtenção de uma fórmula que permita obter essa distância de modo mais 
rápido do que aquele aplicado no problema 8.1 


8.2 - DISTÂNCIA DA ORIGEM A UMA RETA 


Antes de obtermos a fórmula que nos dá a distância de um ponto qualquer 
a uma reta, vamos estabelecer uma fórmula que dá a distância da origem O do 
sistema de coordenadas a uma reta qualquer r. 


Suponhamos que a equação de r 
seja 
ax+by+c=0 
A equação da reta s que passa por 
O e é perpendicular a r pode ser escrita: 


bx-ay+k=0 


d Fig. 8.1 


Como s passa pela origem, devemos ler k = O e portanto a equação de s é: 
bx-ay =0 


Em seguida podemos determinar a interseção A das retas re s, resolvendo 
o sistema 


ax+by+c=0 
bx-ay=0 


o que nos dá: As To] 


A distância do, entre o ponto O e a reta r é igual à distância entre os pontos 
OeaA. 


a?c? be? 
do =Bio=(xa-xo) +(ya Yo) = A + YA ER TR SD 
(a? +b?) (a? +b?) 
E (a? +b?)c? c? 


(a? eb2f E ET 
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Portanto. 


Ea = pagam (8.1) 


Exempla 


Consideremos a reta r de equação 5x+12y-52=0, e vamos calcular a 
distância da origdem O a reta r Temos: 


gi c 52 
pese diga dg BA ns 
[e=280 Valsb? V52,422 13 


8.3 - DISTÂNCIA DE PONTO A RETA 


Vamos agora calcular a distância 
da de um ponto qualquer A(x,: ya) à 
uma reta qualquer r. 

Para tanto, vamos considerar os 
eixos Ay e Ax' paralelos a Ou e Ox 
respectivamente (figura 8.3). 


Suponhamos que a equação de r 
em relação ao sistema xOy seja 


ax+by+c=0 (1) 


a equação | pode ser escrita 


a(x+xa)+b(y'+y,)+c=0 
ou: ax'+by'+(ax, +by, +C)=0 (11) 
A equação |! é a equação de uma reta r em relação ao sistema x'Ay'. Repare que 


O termo independente dessa equação é: 
k=axa +by, +€ 
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Portanto, de acordo com a equação 8.1, a distância de origem À à reta É: 
ic [a á Jaxa + by, +€] 
Ja? +b? Va? + b? 
Em resumo, a distância de um ponto Atx,:ya) a uma reta r de equação 
ax+by+c=0 é: 


Exemplo 


Consideremos novamente o caso do exercicio 81. Lá era pedido que 
determinâssemos a distância &, do ponto P(2, 3) à reta r de equação 
x-ày-5=0., 

h = 

Temos então |b=-3 

C=-5 


De acordo com a fórmula 2.2: 
RR Ec TA A Vig OPIGO Pa 
Jal+b? eso -3/ 10 


6416 


5 
Exercícios Resolvidos 


8.2) Calcule a distância da origem do sistema de coordenadas à rela r de 


equação 4x-y+4+2=0. 
Solução 


Temos: az=4,b=-lec=2, 
Pademos usar a fórmula 1: 


Podemos também usar a fórmula B 2: 


“axo +dyo rel Padlihato [ba po ag 
dee Japao 7 
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83) Calcule a distância do ponto A(-2; 5) à reta r de equação 8x +15y +11= 0. 
Solução 


Pela fármula 8.2 temos: 
à =8 
b=-15 
| c=11 


A à Joxa +bya +] |a(-2)+(=15)(5)+11] |-80] 80 
a Nat sb” JB e(-157 J289 17 


84) Determine o valor de k, de modo que a distância do ponto B(-1; 3) a reta r 
de equação 24x +7y+k =0 seja igual a 4. 


Solução 


fa con ad] PIADA ea] cd 
“o dates Jaguar  Jo25 25 
k-3] 


da to =4e>|k-3)=10005k-3=100 
ou 

k-3=-100 6 

ok=103 ou k=-97 


Portanto, podemos ter k = 103 ou 
k = -97, isto é, hã duas retas de 
equação do tipo 24x+7y+k=0 
que estão à distância de quatro 
unidades do ponto B: 


(1): 24x+7y+103=0 
(nn): 24x+7y-97=0 


8.5) Consideremos o ponto A(-2; 3) e a reta r de equação 10x-24y+1=0 


Determine a equação da reta s que é paralela a r e está à distância ô = 2 
do ponto A. 


Solução 


Se s é paralela a r, sua equação pode ser escrita na forma: 
10x-24y +k =0 
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8.6) 


8.7) 


192 


Va? +b? na 26 


=20[k-92]]=520k=144 ou k=4U 


Portanto o problema admite duas 
soluções, isto é há duas retas que 
são paralelas a r e estão à dis- 
tância de duas unidades do ponto 
A: 


(s,)): 10x-24y-144=0 
(s,): 10x-24y+40=0 


Sz2 


Uma reta r de coeficiente angular m = -4 está à distância 5=5 do ponto 
A(3; 6) Determine a equação dessa reta. 


Solução 


Se o coeficiente angular de r é m= 4, sua equação pode ser escrita na 
forma reduzida: y =-4x+n 


Porém, para aplicarmos a equação 8.2, a equação da reta deve estar na 
forma geral. 
Assim: 


y=-4x+neo 4x+y-n=0 (1) 
axa +bya tel (+ +(N(6)-n) 8- nf 
ar V42 41? A7 
, 118" dei 
da, so lA=son-18-5/i7 ou n=18+5V17 
Substituindo na equação |, obtemos duas soluções para o problema, que 


são as retas de equações: 


4x+y-18+5/17=0 e 4x+y-18-5/17=0 


Consideremos a reta r de equação 3x-4y+3=0e a reta s de equação 
y=2x+2. Determine um ponto P da reta s que diste 6 unidades da reta r. 


8.8) 


Solução 


Ir): 3x-4y+3=0 
Us): y=2x+2 


Temos: 


£ 


Seja k a abiscissa do ponto P. Como P pertence a s vem: 
yo =2xp+2=2k+2 


Portanto, podemos representar o ponto P por 


P(k,2k+2) 

Vamos agora calcular a distância de Par: 

É a 

b=-4 

é =3 

5 — Jeoxe +byp e] e) + (- 4)(2k +2)+3] | -Sk 5) 
Va? +b? 3º +(-47 E 

=|-k-1| 


9, =680|-k-1=605k=-7 ou k=5) 


O problema admite, ccmo vemos, duas soluções: 


|para k=5 temos: P(5:12) 
|parak = -7 temos -P,(-7,-12) 


P,> 
Consideremos o triângulo cujos vértices são A(1; 2), B(3: 7) e C(6: 3). 
Calcule: 

a) À altura relativa do lado BC; 

b) À área do triângulo. 


Solução 


Este problema é idêntico ao problema 5.26. Compare depois as soluções. 


Em primeiro lugar determinamos a equação da reta r que contém O lado BC. 
obtendo: 
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8.9) 
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(1): 4x+3y-33=0 


À altura h pedida é a distância do vértice A à reta r: 


E, E |[4(1)+3(2)-33] |-23] 23 
RG 
b) Confome sabemos, sendo b a me- 
dida da base e h a altura de um 
triângulo sua área S é dada por: 


g=! b.h 
2 


b 


No nosso caso, podemos considerar como base o lado Be. 


dec = (xe -Xc) +(Yo-Yc) = V(3-6P+(7-3P =5 


Portanto, a área S do nosso triângulo é: 


1 
Num trapézio ABCD temos: A(2; 1), B(3; 4), C(5; 5) e D(12; 6). Determine: 
a) a altura do trapézio; 
b) a área do trapézio. 


Solução 


a) Em primeiro lugar vamos calcular os coeficientes angulares das retas 
suportes dos lados, para descobrirmos quais são os lados paralelos 


ma =JAlJa = 15 43 q 
XAa-Xa 2-3 
RE = 
Xg-Xo 3-5 2 
Je Yo . 9=6 01 
o como GeJo 7 
fp E 


. 7 .-. 
Como mec =Mpa . 05 lados paralelos são BC e DA 

aline a RR demos 
A altura h do trapézio é a distância entre os lados paralelos. Po 


determiná-la, por exemplo, calculando a distância do ponto B à reta F que passa 
porÃeD. 


8.10) 


Delerminamos a equação der: x-2y=0 
3-2(4 - 
Assim. h= 5 a | LE: 
VP +(-2) 


b) Como sabemos, sendo (e m as 
medidas dos lados paralelos de um tra- 
pézio e sendo h sua altura, a área S do 
trapézio é dada por: 


4 
S=-(f+m)h 
(t+) 


Podemos calcular então as medidas dos lados paralelos do nosso trapézio, 
obtendo: 

dec = "5 e dao = 5V5 
Portanto: 


S= 5h  (Bac +3,0) = =(V5)(V5 +5/5)=15 


1 
2 
Consideremos um triângulo equilátero qualquer e um ponto P qualquer, 


interior ao triângulo. Mastre que a soma das distâncias de P aos três lados 
do triângulo é igual à altura do triângulo. 


Salução 


Consideremos um triângulo 
equilálero cuja medida do 
lado é t e cuja altura é h. 
Sendo a, e yas distâncias 
de P aos três lados, devemos 
demonstrar que: 


a+B+y=h 


Fig. a 
Antes de iniciarmos a demonstração lembremo-nos de que: 


= Es 3 
num triângulo equilátero temos h= 
2 


ix>0 >|x|=x 


x<0 = |x[=- x 
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Vamos colocar o nosso triângulo 
ABC na posição indicada na figura b, 
sendo Pf(a; b). Seja r a reta que contém 
AC eseja s a reta que contém AB. 

Determinamos as equações de r e 
s que são: 


(1): 2/3x+2y-1/3=0 
(s):-2/3x+2y-(/3=0 


Fig. b 


Em seguida calculamos as distâncias de P às retas r. s ao eixo Ox: 


p l |2/3a + 26 643] ; [233 + 2b- +43] 


Pr (1) 
(na) «2 , 
|-2/3a sobe E] |-2/3a job 043) 


dpx =b 


Usando o processo visto no capítulo 
6, fazemos a “sinalização” dos semiplanos 
determinados por res (figura c). 


Em relação a r, o ponto P está no 
“semiplano negalivo” e portanto 


2/3a+2b- 6/3 <0 


donde: 
|2V3a +2b- (43] =-2/3a-2b+443 (IN) 
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Em relação à s, P também está no “semiplana negativo” e portanto: 


-2/32+2h-448 «0 
donde: 


|-2/3a+ 20 + €V3]= 2/30 -2b+843; (14) 


Levando [II1) e (14) em (1) e (Il). podemos escrever: 


-2/ãa -2h+ 443 


der 
á F 
 Dãa-2ns 443 
Pás Ses SE “E 
F| 
Finalrmente: 


-zfBa-2b+ 43 2l3a-zha tão ESB 
dp 4Bps ti E ÃO nS 


4 4 


Exercicios Propostos 


8.11) Calcule a distância do ponto P à rela r em cada um dos casos seguintes: 


[P(2:-3) Pleno) 

ii try: dz+37-1=0 ] (tr): 2x-y+4=0 
P(2:1) ip(0.0) 
(Er): 3x+y-7=0 ftr): 5x-12y-23=0 
[Pla;a) »(0:0) 


[ 
E | 
tr): x-y+222=0 ú l 


(r): ax+bysa+b?=0 


8.12) Determine 6 valor de k de modo gue a distância do ponto A(3: —2) à rela de 


equação 8x +15y +k=Ô seja igual a 10. 
8.14) Consideremos o polno A(-1, 4) e a reta r de equação 24x-?y+2=D. 


Determine as equações das retas que são perpendiculares à r e que distam 
B unidades do ponto À, 


: E irapaca da 4 
B.14) Uma reta de coeficiente angular m = 5 estã a distância à= 2 do ponto 


Dal 
a(-58 - Determine a equação dessa rela, 


4 


815 


ii 


Consideremos as retas tr e s de equações x-y+3=0 e 5x-y-19=0 


fespectivamente. Determine os pontos da reta s que estão à distância 
B=3v42 da reta r 
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8.16) Determine as equações das retas que passam por Al2, -3) e que distam 
à =5 do ponto B(1: 4), 


B.17) Consideremos um quadrado ABCD tal que At3; 5). Sabenda que a equação 
da reta BO 6 dx+5y-40=0, calcule a área do quadrado. 


8.18) Os vértices de um triângulo são A(2; 5), Bt-1: 3) e C(5; 0). Calcule: 


a) a medida da altura relativa a Bê 
b) a área do lriângulo. 


8.19) Num trapézio ABCD lemos A(—4; —2), B(-1,3) e C(6;-1) e D(-3; 2). Calcule: 
a) a medida da altura do lrapério; 
b) a área do trapézio. 


8.20) Seja r a reta que contém uma das medianas de um triângulo qualquer. 
Mostre que r é eguidistante dos vertices do triângulo que não pertencem à r. 


8.21) Consideremos |U ponto A(d; -2) e a reta t dada por suas equações 
paramétricas: 


a =-2|+d 
ly=3t-1 
Determine as equações das relas que são paralelas a re estão à distância 
Dice E: 
13 


8.4 - DISTÂNCIA ENTRE RETAS PARALELAS 


Consideremos duas retas paralelas re s cujas equações são: 


fr): ax+by+c,=0 
fsjrax+by+c, =0 


Para calcularmos a distância 5, entre as retas, vamos tomar um ponto À 
qualquer em uma das relas e calcular a distância de A à outra reta. 
Seja o panto A(xa ya) pertencente a r. Podemos então escrever 


ax, +by, +C, =D 
ou: ax, +bya =-C, 
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Assim: 
xa tbya + Co] |rc;+ co] 
Va? +p? aº + pb? 


drs e das 


Portanto: 


Exercicios Resolvidos 


8.22) Calcule a distância entre as retas 
(1): 6x+8y+13=0 
(5): 6x+8y+7=0 


Solução 
4º modo 


É fácil concluir queres são paralelas. Como os coeficientes de x são iguais 
e os coeficientes de y também são iguais, podemos aplicar a fórmula 8.3: 


É lc2-c) [3-7] ” 3 
E Va? + b? 6º + 8? 5 


Ea 
10 
2º modo 

Podemos calcular 5, seguindo o procedimento usado na dedução da 


formula 8.3. 
Vamos tomar um ponto A(xa:Ya) qualquer na reta (1): 6x+8y+13=0. 


Fazendo por exemplo X, = 1 temos: 
6(1)+8y,+13=0 
Ou Yyp=-— 

[8] 


Portanto: alt 2] 
rg 


Calculamos agora a distância entre A es; 


e()+8(19)+7 
d.=a é 8 6 
n 28 aa 

v6+8 10 


199 


8.23) 


8.24) 


825) 
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Calcule a distância entre as retas paralelas re s: 

(r): 6x-8y+5=0 

(s):9x-12y-1=0 

Solução 

É fácil verificar que re s são paralelas. Porém, se quisermos usar à formular 


8.3 deveremos transformar as equações, de modo que os coeficientes de x 
fiquei iguais e os coeficientes de y também fiquem iguais Temos então 


5 
py par Os da O 


1 
9x-12y-1=06+3x-4y-5=0 


Portanto: 
2) (3). E 
= Jeca 2 id = Seo 
art? Japa) 5 30 
Calcule a distância entre as retas de equações 4x-2y+1=0 e 
dx+5y+7=0. 
Solução 


É fácil verificar que as retas dadas são concorrentes. Portantoa distância 
entre elas é igual a zero. 


Consideremos a reta r de equação 3x+4y+1=0. Determine as equações 
das retas que estão à distância 8=8 der. 


Solução 


Seja s uma das retas procuradas. 


Podemos então escrever: 
(1): 6x-8y+5=0 
(s):9x-12y-1=0 


De acordo com a fórmula 8.3: 


PR Lc BA 


3? 4 42 5 


Assim: 


ARS O oq PGR ou k =-39 
J 


Concluímos então que as retas procuradas têm equações: 


3x+4y+41=0 e 3x+4y-39=0 


8 26) Detelermine a equação da reta que é equidistante das seguintes retas 


paralelas: 


(r) 4x-y+1=0 
(s).4x-y+5=0 


Solução 
4º mada 


Seja t a reta procurada. Sua e- 
quação pode ser escrita: 


4x-y+k=0 


Devemos ter 5, = à, 


reto PA sta 


Ja Ja) 
es1-k=58-k ou 1-k=-5+k o 1=5 ou k=3 & 
ok=3 


Portanto a equação de té: 4x -y+3=0 
2º modo 


Podemos passar as equações de re s para a forma reduzida, 


obtendo: 
(r):y=4x+1 
(s):y=4x+5 
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8.27) 
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Concluímos então que a reta r corta o 
eixo Oy no ponto R de ordenada 1 e a 
reta s corta Oy no ponto S de ordenada 
5. 

Como a reta t é egiuidistante de res, 
deve cortar Oy no ponto T que é o 


ponto medio de RS. Assim, a ordenada 


deTe: dia 
2 


Portanto, a equação de t é: 
y=4x+3 


ou: 4x-y+3=0 


Consideremos as retas paraleias re s. 
(1):4x-3y+1=0 
(s):4x-3y+10=0 


Determine a equação da reta simétrica de r em relação a s. 
Solução 


1º modo 


Sendo t a reta procurada, 
sua equação pode ser escrita: 


4x-3y+k=0 
Além disso, devemos ter: 
dis = ôss 
Assim 
k —10 1-1 
deoãyo (E or-so E 
(4 +(- 3y VS +(- 


A possibilidade k=1 corresponde à reta r. assim, ficamos com k = 19. 
Portanto a equação de té; 


4x-3y+19=0 
2º modo 


Passando as equações de re s para a forma reduzida temos: 


Sendo R. Se Tos pontos aonde as 
retas r, s e t cortam o eixo Ou, o ponto 
S deve ser o ponto médio do segmento 


RT. Assim: 
1 
Da 
Eae 
19 
ou: yr Es 
Portanto a equação de t é: y= É x + - 
ou: 4x-3y+19=0 


Exercicios Propostas 


8.28) Calcule a distância entre as retas dadas em cada um dos casos seguintes: 


a)3x-4y+10=0 e 3x-4y-2=0 
b)10x+24y-3=0 e 25x+60y+6=0 
c)y = 5x+1 e y=5x-1 
d)2x+y-1=0 e 3x-4y+7=0 


8.29) Consideremos a reta r de equação 24x - 7y+2=0. Determine as equações 


das retas que estão à distância 5 = É de r. 


830) Determine a equação da reta que é equidistante das retas de equações 
8x-12y+5=0 e 6x-9y+1=0 


8.31) Consideremos as retas paralelas re t: 


(1): 3x-6y+1=0 
(t):5x-10y-4=0 


Determine a equação da reta simétrica de te r. 
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8.5 — BISSETRIZES 


Dadas duas retas concorrentes 


H e f (figura 8.4) sabemos que elas 6) É 
formam quatro ângulos sendo que os ias 
opostos pelo vértice são congruentes e a a 
os asjacentes são suplementares. 
a+B=180º Na 
B ro 
Ss, 


Se considerarmos as retas s,e 
s, bissetrizes desses ângulos (figura 
8.5), é fácil concluir que s,e s, são 


perpendiculares: 


a+p=180º0 “2, É -g0 
2'2 


Uma propriedade importante 
uvas bissetrizes s, e s, é que qual- 
quer ponto delas é equidistante das 
retas 1, e 1. 

Assim, por exemplo, se À é um 
ponto qualquer de s, 9 (figura 8.6) 
temos 

dar, dar, 


E se B é um ponto qualquer de 
Ss, temos: 


der, E dr, 
Suponhamos que as equações de 1, er; sejam: 
(n):ax+by-+c, 
(19): azx+boy +c> 


Se P(x; y) é um ponto qualquer pertencente a qualquer das bissetrizes, 
temos: 


ôpr, e ôpr, 
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Mas de acordo com a fórmula 8.2 podemos escrever: 


ax +byY+C asx +bay+€c 
Der, | , +61 e der bas nao 2] 2| 
af + bi Vas + bá 
Assim 


came diy re] jazx+boy rca] 


Vai +bê Vaz + bê 


axsby+sc)] , [a,x + Day + Ca] 


dpr, 


àpr, a (8 4) 


Vaf +bf Vab +bê 


Às equações 8 4 são as equações das bissetrizes s,E S,. Se usarmos o 


sinal + obleremos a equação de uma das bissetrizes, se usarmos o sinal — 
abteremos a equação da outra bissetriz. 


Exercicios Resolvidos 


8.32) Consideremos as retas concorrentes: 
(nn) Ix-4y+55=0 
(b): 8x -By+1=0 


Determine as equações das bisselrizes dos ângulos formados por 1, e f;. 
Solução 


De acorda com a formula 82.4, as bissetrizes têm equações dadas por. 
3x -4y+5 4 Ax- 6x+1 
eta Ja(o) 
 3x-dy+5 êx—6x+1 
au >| st 


e + I 
5 10 dy 
Se considerarmos o sinal + a equação 1, depois de simplificada, reduz-se a: 


2x+2y-9=0 


Considerando o sinal — a equação |, depois de simplificada, torna-se: 
14x-14y411=0 
Assim, as equações das bissetrizes são: 
Rm | 
14x—14y+11=0 
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B. 33) 
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Consideremas novamente as relas n e t, do exercicio anterior. Delermine 


a equação da bissetriz dos ângulos agudos formados por f, € 6. 


Solução 


1º modo 
Às equações de 1 e 5 são 
tn]: 3x-4y+5=0 
(19): 8Bx-6y +1=0 
É fácil verificar que 1, e 1, não são perpendiculares. Porlanto, dos quato 
ângulas formados por r, e 1 dois são agudos e dois são oblusos. 


No exercicio anterior ohtivemos as equações das retas s el bissetrizes dos 
êngulos formados por r, E rf: 


(a): 2x+2y-9=0 

(rn): 14x—-14y+11=0 
Mas não sabemos ainda qual delas é a “bissetriz dos ângulos agudos € 
qualê a 'bissetriz dos ângulos oblusos”, 
Tomemas enlão um ponta À qualquer, pertencerte a n ou nm (q panto A sô 
não deve ser a interseção de 1, e 1,) é caleulemos as dislâncias de À à 
cada uma das bisselrizes. 


ao 


q 
+ 
q 
TE 
Re Damas ea enaretvaso 
.rrrererer enrasennencescranernnarestr- aero aamaunrreneos same 


fa 


A menor das distâncias deve corresponder à bissetriz do ângulo aguda. 
Consideremos, por exemplo, o ponto À na reta 1, lal que xa =1. 


Substilundo na equação de 1: 


3(1)-4y,+5=0 
ya=ê 
Assim: &(!; 2). 
Determinemos agora as dislâncias de À às Disselrizes set: 
gui do 2()+2(2)-9) 3 x 
“o f2? J8 242 
[14 (1)-14(2) +11 


3 
142 +14? V2(142) 42 


E fácil concluir que da; <ôas- Portanto, a rela t deve ser a bisselriz dos 
angulos agudos. 
tt): 14x -14y411=0 
2º modo 
As equações de |, E rf, São 


tmn): 3Jx-44+5=0 
tro): 8x-6y+1=0D 
Portanto, as equações das bissetrizes dos ângulos formados por rf, E r, São 
dadas por: 
dx-4y+5 8x - Bx+1 
(af qro 
No momento de decidir se, na equação (|), usamos q sinal + ou o sinal —, 


podemos aplicar a seguinte propredade (a qual daremos sem 
demonstração): 


(D) 


Sejam duas retas concorrentes, não perpendiculares, de equações 
()cax+by+m B fra) agx+boy+€s 


Para obtermos a egaução da bissetlriz dos ângulos agudos formados por 
essas retas, deveremos usar, na fórmula 8.4 


ai tax+byy+€|] Ea jazx + by + Cs] 


Dre ER 
Ja? +? Va3 +b5 
O sinal contrário ao de aa, + bb. 


Se quisermos a bissetriz dos ângulos abtusos usaremos à mesma sinal de 
ajão +b,hs 


Na nosso problema temas: 
aja, +b,D; = 3(8) +(-4)(-6) =482> Q 


Portanlo, para obtermos a bissetriz dos angulos agudos deveremos usar na 
equação (|), o sinal negalivo: 


; [3x — 4y + 5] [8x - 6y +71] 
pr, E —— ss & — — 
Pela) Josy 


Simplificamos obtemos: 14x +14y +11=0. 


B.34) Sejam t e u as retas bissetrizes dos ângulos formados pelas retas 
concorrentes re s. São dadas as equações der et 


(o x-y-1=0 
tt): Bx—-3y-9=0 


Determine as equações de reu. 
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Solução 


Em primeiro lugar procuramos a 
interseção A das retas re t, 
obtendo A(3:2) As retas s eu 


também devem passar pelo pon- 
to A. Em seguida devemos 
lembrar-nos de que as bissetri- 
zes t e u são perpendiculares. 
Assim se a equação de t é: 


5x-3y-9=0 (1) 


A equação de u pode ser colocada na forma 
3x +5y+k=0 
Como A pertence a u, podemos substituir as coordenadas de A na equação 
1): 
E 3(3)+5(2)+k=0 
donde: k=-19 
Portanto a equação de ué: 3x +5y -19=0 
As equações deretsão: (r):x-y-1=0 e (1):5x-3y-9=0 
Portanto, seus coeficientes angulares são: 


5 
m, =1 e ia 


Como a reta t é bissetrz de um par de ângulos formados por res, 
concluímos que os ângulos «q e O da figura são agudos e congruentes. 
Temos então: 


4 5 
m, m, | “3 1 
e lemm) Lom(5]) 4 
ra + 0(5) 
3 
? m 
tg0 = id si A E PL 
t+m,.m,| 1+(5 Jim) |3+ Sm, 
3 
Assim 
1 |5=3m;].. 5=2m,21 5-3m, 1 
u=0—= o— e — ou =-— 
4 13+5m, 3+5m, 4 3+5m, 4 
23 
om,=1 ou np 


27 
O valor m, = 1corresponde à reta r. Portanto ficamos com m, e 


Como a reta s passa por A, sua equação pode ser escrita: 
y-ya =Ms(X-Xa) 


8.35) 


23 
ou y-2=(x-3) 
FÉ 
ou ainda: 23x -7y-55=0 


Em resumo, as equações de ue s são: 
(U): 3x+5y-19=0 
(s):23x-7y-55=0 


São dadas as equações das retas r, set: 
(1): 5x+12y+16=0 

(s) 3x+4y=0 

(1):3x-11y+20=0 


Determine os pontos de t que são eqiuidistantes das retas res. 
Solução 
1º modo 


É fácil concluir que as retas re s são concorrentes. Isto significa que os 
pontos do plando eqiuidisiantes de r e s são os pontos pertencentes às 
bissetrizes (u e v) dos ângulos formados porre ss. 


Portanto, os pontos de t que são 
equidistantes de r e s, podem 
ser obtidos procurando-se as in- 
lerseções de t com v (ponto À) e 
de tcom u (ponto B). 

Aplicando a fórmula 84 obtemos 
as equações das bissetrizes ue v: 


(u): 7x-4y-40=0 
(s):4x+7y+5=0 


Em seguida determinamos a interseção de te v e abtendo: A(-3; 1). 
Finalmente determinamos a interseção de te u obtendo: B(8; 4) 
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2º modo 


A equação de t é 
3x-11y+20=0. 

Seja A um ponto de t 
que é equidistante de res. 
Supondo que a abscissa de 
Aé xa =k temos: 


3k -11y, +20=0 


dice 3k + 20 
id 11 
k + 20 
Assim, podemos representar A por (ui m ] 


Calculemos em seguida a distância de A às retas 
(1):5x+12y+15=0 e 
(s):3x+4y=0 
3k +20 
11 | pu+32 
Ja | 1 


ska 12[ 
dar E 


“proa 
1) “|9k +16] 


(2,4 n 


ak af 


das e 


|7k+32] |]9k +16] 

O emma 4 
11 11 
parak=8 temos: A(8;4) 
[para k = -3 temos: A(-3;1) 


dar = Ôas ok=8 ouk=-3 


Portanto, os procuradas são (8; 4) e (-3;1) 


Consideremos um triângulo cujos vértices são A(5; 6), B(1; 3) e C(17; 1). 
Determine a equação da reta bissetriz do ângulo interno À . 


Solução 


Em primeiro lugar, vamos lembrar-nos de que em cada vértice de um 
triangulo podemos considerar um ângulo interno e dois ângulos externos (as 
dois externos são congruentes). Lembremos também que o ângulo externo 
é o suplemento do interno. 


u=p 
q+0=180º 


Fig. a Fig. b 


Assim, por exemplo, na figura a o ângulo O é interno correspondente ao 
vértice A; os ângulos a e O são externos correspondentes ao vértice A. 


Na figura b, u é a reta bissetriz do ângulo interno correspondente ao vértice 
A. 


Consideremos agora o triangulo 
ABC fornecido pelo problema, 
onde A(5, 6), B(1: 3) e C(17; 1) 
Sejamres as retas-suportes dos 
lados AB e AC respectivamente. 
Procuramos as equações de res 
obtendo: 


(1): 3x-4y+9=0 
(s):5x+12y-97=0 


Fig. c 


Delerminamos em seguida as equações das retas bissetrizes dos ângulos 
formados porres: 


3x -4y+9 = px 4 12y 97 


ER 


Simplificanda (1) obtemos as equações das hissetrizes te u: 


(1) 


(t):x-87+43=0 
(u):8x+y-46=0 


Precisamos, agora, descobir qual delas é a bisse descobri-lo é observar (ver 
é a bisselriz dos ângulos externos. Um modo riplanos opostos em relação 
figura c) que os pontos B e C estão em piel em relação à bissetriz 
à bissetriz interna e estão no mesmo semip 
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——mme” 


8.37) 


212 


Vamos verificar então, as posições de Be C em relação a uma qualquer 
das bissetrizes (usando o processo visto no capitulo 6). Tomemos por 
exemplo a reta t e façamos 


F=x-8y+43 


Para B(1;3) temos: F=1-8(3)+43=20>0 
Para C(17;,1) temos: F=17-8(1)+43=52>0 


A expressão F ficou com o mesmo sinal, tanto para B como para €. Isto 
significa que Be C estão no mesmo semiplano em relação ate, portanto. a 
reta t é a bissetnz dos ângulos externos. Assim, concluímos que a bissetnz 
do ângulo interno é a reta u de equação 8x+y-46=0 


Consideremos novamente o triângulo do problema anterior. Determine: ci 
a) o ponto D onde a reta bissetriz do ângulo interno À intercepta o lado BC. 


b) o 


comprimento da bissetriz interna relativa ao vértice A 


c) o ponto E onde a reta bissetriz dos ângulos externos relativos ao vértice 
A, intercepta o prolongamento de BC. 
d) o comprimento da bissetriz externa relativa ao vértice A 


Solução 


a) Já vimos no problema anterior que as retas bissetrizes do ângulo intemo 
e dos ângulos externos relativos ao vértice A são, respectivamente, as retas 
uetde equações: 


(u): 


a 
a 
- 


.: 
- 
.- 
- 


Bx+y-46=0 


(t):x-8y+43=0 


Podemos obter a equação da reta p que passa por BC: 


(p):x+8y-25=0 


Para obtermos o ponto D, determinamos a interseção das retas pe u, o que 


nos dá: DX 
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a a 


838) 


b) À bissetriz interna relativa ao vértice À é o segmento AD, o qual está 
conlido na reta bissetriz do ângulo intemo A. Portanto, calculamos a 
distância enlre os pontos A e D obtendo: 


5. = (1040 7/65 
da 9 
c) Para oblemos o ponto E, determinamos a inlerseção das retas pet o 
que nos dá. 
17 
E(-9. — 
( x? 
q) À bissetriz externa relativa ao vértice À é o segmento AE, o qual está 


conbdo na reta bissetriz dos ângulos exlermos Calculamos enlão a 
dislância entre os pontos À é E, obtendo: 


V3185 7,65 
dae = RT mm E = 


Consideremos novamente o triângulo ABC do problema anterior esgau a 
reta bisselriz do ânquio inlermo À. Determine o ponto D onde a rela u 
inlercepta BC, sem usar a equação de u. 


Solução 


Vamos aplicar o “leorema da bisselriz interna” da Geometria Plana que diz; 


Se AD & bissetiz inteira de um 
lriangula ARO jemos: 


dep - Pap 


8nc Bal 


Aplicando a mesma fórmula de distância enlre pontos, obtemos: 
Bah í& Bag = 13 


Assim, podemos afirmar que o ponto OD divide o segmento orientado BC na 
razão r (posiliva) lal que: 


De Be 5 


Portanto, usando as fórmulas vistas no capítulo 2, podemos obter as 
coordenadas de D: 
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1+r 1+ 5 9 
13 
| 
1 
yo = VEL [1 O o 
DE Mer 
1+r dá 5 9 
13 
49 22 
Temos então: —"* 0), 
Ear E 


Após obtermos o ponto D, poderiamos obter a equação da reta u, pos esta 
passa pelos pontos A e D que são conhecidos. Poderiamos também 
determiar a equação da reta t (bissetriz dos ângulos externos relativos 8 A) 
observando que t é perpendicular a u e passa por À. Temos assim um oulro 
processo para determinar as equações das retas bissetrizes dos ângulos 
internos e externos de um triângulo, além daquele visto no exercicio 8.36. 
Porém, o processo da razão de seção costuma ser vantajoso apenas nos 
casos emq eu a razão de seção r é um número racional. Quando r é um 
número irracional, em geral é mais vantajoso o processo do exericicio 8.36 


Para o Triângulo do problema anterior, seja t a reta bissetriz dos ângulos 

externos relativos ao vértice A. Determine o ponto E onde a reta t intercepia 
—s 

a reta-suporte do lado BC, sem usar a equação de t. 


Solução 


De acordo com o teorema da bissetriz externa, tanto no caso da figura a 
como no caso da figura b temos: 


ôap . Sum 

dec Bar 
Coma 8,9=5 e 8,0 =13, vemos que o ponto E divide o segmento 
orientado PÉ, na razão r (negativa) tal que: 


, - BE -- ô8 3 
EC dc 13 
Portanto: 
14l 5117) 
Xa + TX (13) 
Xe ea =-9 
1+r bg 5 
13 
1+[ Sta) 
y RR: gi Ás ED, Rs 
E t4r (= º 4 
13 
Assim: (95) 


Após ahlermos E, paderiamos determinar a equação de t pois esta rela 
pssa pelos pontos À e E que são conhecidos. 
Comparando o preblema anlerior com este, repare que à ponlo D divide o 


segmento orientado BÊ na razão 5 « enquanto o ponto É divide a mesma 
= 3 
segmento orientado BC na razão -— 


13. 


840) Consideremos o lnângulo cujos vértices são A(9, 1), B(4. 1) e C(1; 5). 
Delermine. 


a) o incentro do triângulo 
bjo raio da circunferência inscrita do triângulo. 


Solução 


a) O incentro de um triângulo é o ponlo de encontro das hissetrizes 
internas (ponto D da figura a). 
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Fig. b 
Como o incentro pertençe às três bissetrizes inlernas, coneluimos que a 
é equidistante dos três lados do Iriângulo e, portanto, é o cento 
circunferência inscrita no triângulo. 
. —. es —s e lé O 
Sejam r, setas relas-suportes dos lados AB, AC e BC, respeclivamente. 
primeiro passo é obter as equações dessa relas, que são: 


(r):Z2x+y-19=0 
(s):x+2y-11=0 
(t):2x-y+3-—0 


Em seguida determinamos as equações das retas bissetrizes de dais 
ângulas internos. Sejam por exemplo a reta u, bisselriz do ângute interna À 


ea reta v, bissetriz do ângulo interno C figura b). Obtemos as equações de 
uevque são: 


(u): x+y-10=0D 
(v):x-3y+14=0 
A interseção D, das retas ue v é O incentro procurado: D(4: E) 
b) Para oblermos o raio da circunferência inscrila, calçulamos a distância do 


incentro D a umiado qualquer do riângulo. Vamos então calcular a distância 
es 
de O à reta r (suporte do lado AB) 


D(s; 6) (r):2x+y-19=0 
|2(4)+6-19) 5 

ro 5 
Portanto, o raio mede 45. 


= 5 


do, = 


Exercicios Propostos 


B.41) Determine as equações das relas bissetrizes dos ângulos formados pelas 
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ratas re s em cada caso a seguir: 


(rj): 3x dy 1=0 tr)ix+y+3=0 


b = 
E, PR ME 


B.42) 


243) 


844) 


8.45) 


A 46) 


8.47) 


a dad E Rd e A 
(5): 9x+12y=0 (5):3x-2y+4-0 
(tr): Bx+15y +2=0 


E 
(s] 24x-?y+1=0 


Delemine a equação da reta bissetriz dos ângulos agudos formados pelas 
telas de equações 12x -By+2=0 e dx-3y-1=0. 


Sejam teu as retas hissetrzes dos angulas formados pelas retas re 4. 
São dadas as equações des et 


São dadas as equações das relas r,s, et 

(r):2x+y-5=0 

(sjix-2y-1=Ô 

(t]:Bx+y+8=0 

Delermine os pontos de t que são equidistanles de res. 

Consideremos as triângulos de vértices A(-5: 4) B(-2; 8) e C(22; 1). 
Determine: 

a) a equação da reta u, bisselriz do Bngulo interno É. 

b) a equação da reta t, bisselriz dos ângulos externos relativos ao vértice B. 
cj) a ponto D onde a reta u corta o lado To 


—s 
dj a ponla E anda a reta t corta a reta supone do lado AC. 
£) o comprimento da bissetriz inlerna relativa ao vértice B. 
q comprimento da bissetriz externa relaliva ac vértice B. 


Dado à trângula de vértices AlZ: d), ato: 5jeCiS, 1), seja u a reta 


bissetriz do ângulo interno Ce seja à reta t a rela bissetriz dos ângulos 
externos relativos ao vértice C. 
Determine: 


es 
ajo ponio onde u corta o lado AR. aa 
bj o ponto onde t corta a reta-suporte do lado AB. 


Consideremos o triângulo de vérices A(l: 5) Bild, 18) e C(25, 2). 
Determine: 


a) à ingentro do triângula. 
bjo raio da circunferência inscrila no triângulo. 


AV 


Capilula | 


9 Área de polígonos 


- 
“ 


9.1 - ÁREA DO TRIÂNGULO 


A seguir demonstraremos que, sendo S a área de um triângulo de 
vértices A(x,, ya). B(Xa; YB) € Clxç. Yo) temos: 


onde 
xa Ya 1 
S=|xa Yo 1 
Xc Yc 1 
Demonstração 


Se h é a altura em relação ao lado BC temos: 


1 
S=-.8ec.h ( 
2 dec -h (1) 
Para obtermos a altura h, calculamos a A 
distância do vértice A à reta r que é 
-—s 
suporte do lado BC. 
XxX ya 1 r 
ds Sa MED AD ES B C e a 
Xc Ye 1 


Fig. 9.1 


Desenvolvendo o determinante pelos elementos da primeira linha, a 
equação (||) transforma-se em: 


(ya -Yo)x+(xc -x9)y +(XaYc -Xcy9)=0 (HI) 
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Assim, de acordo com a fórmula (& 2), a dislância de ponto À à reta ré 


Hi= lixa “YelXa + (xe —Xa)Ya *(XaYe —Xeya)] (IV) 


dar = DT CPPRE. 
(yo-ye) +(xc-X*g) 
Porém 
Ve - ve” + (xe a = Spc 
e 


Ha Ya 1 
d=(ya-Yeolxa +ixo-— Xa)ya tiXeye —Reypl=| Xga Ya 1 


Xo Ye 1 
Com isso, a equação (IV) pode ser escrita: 
à 
p= qm 
Ugo 


Substituindo (V) em (1), vem: 


Exemplo 


Vamos calcular à área S do triângulo cujos vértices são A(7; 3), B(0,-2]8 CI3; 1) 


Nx Ya 1 7 | a] 
S=|%Xa Yg t=|[D -2 1|=-6 
Xe Yo 14 3 1 1 


anto, de acordo com a fórmula (9.1) vem: 


1 1 1 
S&=-|ãl=—|-Gl=—(6]=3 
!a=3ra1= 146) 


Observações 


1º) Devemos lembrar-nos de que, quando permutamos duas linhas de um 
determinante, mudamos apenas o seu sinal. Como na fórmula (9.1) o que 
interessa é o módulo de Afpois a área é um número não-negalivo), podemos 
fazer, indiferentemente: 


Xa Ya 1 Xa Ya 1 Xe Yo 1 
á=|Xe Y 1 Ou A=|xe Yo 1) ou A-ix, ya 1] ete 
Xc Yo 1 Ha Ya 1 Xa yo | 


2º) Se A=D, a área S é nula. Isto significa que os pontas A Be C eslão 
alinhados. Note que isso corresponde à condição de alinhamento dos pontos A, B 
e €, vista no capilula 3. 
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Ka Ya 1 
dz=lxa Ya 1/-0 
Xe Yo 1 


9.2- REGRA PRÁTICA 


Fazendo 0 desenvolvimento do delerminanta 
xa ya 1] 
d=|X Yo | 


XX Yo 1 
obtemos: 


à=Xyp+Xayc+XHeya— YaXg— Y8Xc —Ycka 


Um medo de se obler o desenvolvimento de A. que as vezes pode ser 
vantajoso é. 


13 Dispomos as abiscissas e as ordenadas em duas Xa YA 
colunas, como mosha a figura 9.2, repelindo a primeira linha. E 
Xa Bs, 
2º) efeluamos os produlos indicados pelas flechas, trocando o” e a 
O sinal daqueles produlos que têm o sinal “> na “ponta” da xé "Ye 2 
flecha. E A a 
3º) adicionamos lodos os produtos. A e 
O & 
Fig. 2.2 


Exemplos 


a) Vames calcular a rea do triângulo cujos vértices são A(2; 3), BÍ 4; 5) e C(F. 4) 
Temos. 


a=[2)(5) + [a)(a) + (7/3) (3)(4)- (5) (7) (8) (2) = ad 
=10+16+21-12-35-B=-B a S. 
s ao “ad 
Assim: e E de, 
s = Jato Lhoj= Lq9)=4 BO a 
ad 2 “a “a O 
O) no 


b) Caltulemos agora a área do lriângulo cujos vértices são A(-2 1 + BIB; —dj e 
Ci 3, 6). 
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a = (-2)(-4)+ (5)(6) + (3)(1)-(1)(B)- (-4)(3) - (6)(-2) = pao 
=+8+48+3-8+4+12+12=T5 o” ESA “a 
«Maj= A prgj= 28 eo 
di Fi É 2/?S| a Pa “a 
So 4 o 
o” “a 


Exercicios Resolvidos 


9.1) Determine o valor de k de medo que os pontos Afk; —1). B(15, k) e Cr, 0) 
formem um Iriânguio de área igual à 1, 


Solução 
E cg 4 Had 
ma 
A =/15 k 1 AS EA 
7 O 1 Po a 
. o“. e 
Desenvolvendo, oblemos: A=k? - 7kK+8. > ps 
Assim: se 
1 1 2 O ue 
S=slae1=>|K - 7k+ B| e fk -Tkr8i=2 X En 


ok -7k+8=2 ou k?-7kK+48=-2 


As raizes dekº - 7k+8B=2 são le B 
Asraizes dek” -7k+.8=-2 são 205 


Portanto, os valores possívels de k são: 1,2,5 e 6. 

92) Consideremos o Iriângulo de vértices All; 2), B(3; 7] e C(6:3) Calcule: 
a) À área do trângulo nem 
b) A altura relaliva ao lado BÉ. 


Solução 


a) este problema é idêntico an problema 2.8. Compare depois as soluções. 


Temas: 
1 2 1 
A=/3 Fi 1|=-23 
5 5 1 


1 1 23 
onde: 5 z [8] >! 23| 5 
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9.3) 


b) sendo h a medida da altura re- A 
lativa ao lado BC, temos: 


B C 
Podemos calcular ôdac + obtendo 8gc = 5. Substituindo em (1), vem: 


23 
2) 
a 7 


5 5 


[68] 


São dadas as retas (rr): y=x+1 e (s) y=3x-— 1, que se cortam em A. 
Pelo ponto B(4; 7) conduz-se a reta t, que corta r no ponto Ce s no ponto 
D. Determine a equação de t, sabendo que a área do triângulo ACD é S = 8 


Solução 
Suponhamos incialmente que a reta t não seja vertical. Assim podemos 
supor que ela tem um coeficiente angular m. E conveniente ressaltar que 
devemos lerm 1 e m+3 pois tnão é paralela a r nem a s. Como t passa 
por B, sua equação pode ser escrila: 

y-7=m(x-4) 
ou: y=mx-4m+7? 


Assim: 
(1): y=x+1 
(s).y=3x-1 


(O):y=mx-dm+7 


Alnterseção de res é: A(1; 2) 

4m-6. 5m-7 
m=-1" m-1 
4m-8. 1im-21, 
m-3" m-3 


À Interseção dere té C( 


) 


Ainterseção deseté: D( 
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x 1 
Ea a a él ê gm -—-B Sm—* Ipe 
ip “mo m-1 
fo do 4m-B 1tm-21 4 
m-3 m-— a 
1 2 1 
1 18m” - 6Bam+ 50 
“tm dm 3) o ig ne TF am+3 
A SM amem cumedro q) O 
Como S= ala temos: 4] = SS = 2(8)=16 
2 s0m 450 
Dai vem: em SEE, -418B 
mé-gm+3 |] 
Isto é: 
F x ” - 
18m? -60M+50 q E m = 31-82 
mê -4m+3 417 


Substituindo em y=mx-4m+7, cbtemas três possibilidades para a rela E 


y=-x+11 


(34892 5,322 
EE 17 


-M-8v2 | 5-32/2 
17? 17 


Vamos agora analisar a pos— 
sibilidade de a reta t ser vertical. 
Neste caso, como ela passa par 
Bi4 7) sua equação é x=4. 
Assim, suas intereseções com as 
retas s e r são os pontos D(4: 11) 


e C(4; 5). Calculando a área do tri= 


ângula ACD obtemos S5=8 e por- 
tanto não salisfaz a condição do 
problema. Assim, concluimos que a 
reta t não pode ser vertical e 
ficamos com as lrês possibilidades 
relacionadas acima. 
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84) Sejam A(-3; 1), B(-2: 3), C(2; 4) e D(9; 6). Determine o ponto P da reta r de 


9.5) 


z ; e adido MIRA ' 
equação y=2x-4;, tal que a área do triângulo PAB seja z0 da área do 


triângulo PCD. 


Solução 


Seja a a abscissa de P. Como P está em r, 
podemos escrever: 


Yp=2xp-4=2a-4 r P 


A 


isto é, podemos representar P por: 
P(a: 2-4) 
Calculamos a área S,do triângulo PAB e a área S, do triângulo PCD 
obtendo: 
—|2a-18 


S, 3 e S,= |Sa — 26] 
De acordo com o enunciado do exercicio, temos: 
17 
S,=— 
1 ao 2 
isto é: 
-2a-15 
Esto Ma am 26] 
2 40 
371 


Para a=1 temos: P(1;-2) 


Para ao. temos: pçalM. ela 


31 31 

O triângulo ABC é isóceles de base AB e tem área de 25 unidades. 
Determine as coordenadas do ponto €, sendo A(2; 2) e B(10; 8). 

Solução 


Representemos o ponto C por Ç 
C(a, b). Como o triângulo é 


isóceles de base AB, devemos 
ter: 


ca = ca 
ou: (a-2/+(b-2) = 


= (a-10) +(b-8) A B 
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9.5) 
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Simplificando, obtemos: 


9-4 
àssim, o ponto € pode ser represenlado por: Cla: E 3 = 


1 
+ 


Calculamos, a seguir, a área do hiângulo ABC que € 
-2ha + 150 

S=|""—— 

a 


Resolvendo esta equação obtemos a = 3 ou a = 9 Temas então duas 
possibidades para O ponto C. 

[para a=3 vem: C(3 9) 

lparaa=9 vem Ct9 1) 


—s 
Dado o triangulo de vértices A(-5; 3), Bt-2; 7) e C(t0; -2), seja AD uma de 
suas bisselrizes inlernas Calcule as áreas dis triângulos ABD e BDC. 


Solução 


1º modo 5 


Usando um dos processos vistos no 
capitulo 8, podemos delerminar o 
ponto É: 


=s. f 
ae, 


A D Ç 
Em seguida podemos calcular as áreas dos triângulos ABD e DBC, que são 


respectivamente 2 e es 


[5 
2º modo 


.—- —s 
Calculamos a área S do triângulo ABC e os comprimentos de AB e EBC, 
obtendo: 


"5 
é e an da = 15 


TAROT 


A D Ç 
Sejam S,eS, as áreas dos lrânguios ABO eBDC respectivamente. 
Temos. 
1 
Sa daorh e Si=5"doeh 
Assim. 
Si  ôm (1) 
S> doc 


Porém, pela “learema da bissetriz interna” vem: 
2 
Use Dao ME d 


Com issa, a relação (1) fica 


Bad 
S, 3 
75 
Por outro lado, devemos ter: 5,+8,=5= iss 
Temas então o sistema 
Sra 
5, 3 
LÊ) 
St =— 
is 
75 225 


Que resolvido, nos dá: S, = ae Se — 


9.7) Calcule q ralo da circunferência inscrita no triângulo de vértices A(9, 1), 
B(4,11) e C(1: 5). 


Solução 


Este problema é idêntico ao problema 8.40. Porém, como agora queremos 
apenas 0 raio da circunferência inscrita (não queremos q incentro), hã um 
modo mais rápido de dar a solução. 
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Vamos lembrar-nos de um A 

teorema de Geometria Plana 

que diz: dado um triangulo 

ABC cujos lados medem a, 

bec, cuja área é S e cu- C, b 
ja circunferência inscrita tem 
raio r, vale a relação: 


[S=p-r] B a C 


, a+b-c 

onde: p=——— 
2 
fazendo os cálculos, obtemos para o nosso caso: 
[a = Sc = 345 c= as =5V5 
lb = 8,c = 445 S=30 
donde: p= ais =68 
Assim 
S=pro ca as ali 
6v5 


9.8) Consideraremos novamente o triângulo do problema anterior. Sendo Do 
seu incentro, calcule as áreas dos triângulos ABD, BDC e ADC. 


Solução 


Sejam S, S; e S; as áreas dos triângulos BDC, ADC e ADB, 
respectivamente. Temos: 


s ar (3/5145) (15 
na E: ne 
= br (4/5495) om 
2 2 
a cr (5V/5)XV5) 
RR sa A 
2 2 ç 


9.9) Seja o triangulo ABC do problema anterior. Calcule o raio da circunferência 
circunscrita ao triangulo. 
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Salução 


a) 


Poderiamos resolver este problema 
como já resolvemos um seme- 
lhante a ele no capitulo 2, isto é, 
delerminamos primeiramente o cir- 
cuncentro E e em seguida cal- 
culamos a distancia de E a um dos 
vériices, obtendo o raio (não que- 
remos o circuncentro), podemos 
proceder de outro modo. Lembrando 


de um outro teorema da Geometria 
Plana, temos: 


S é a área do triângulo 


onde: ;R é o raio da circunferência circunscrita 


E b ec são as medidas dos lados 


Assim: 


9.10) 


9.11) 


225 ———— De 


48 4(30) 2 


Calcule a área da figura sombreada, sabendo que A(1;, 9), B(13, 18) e 
C(25; 2). 


Solução 


Seja S, a área do triângulo 

ABC. Fazendo os cálculos, a 
obtemos: S, = 150. 

Em seguida colculamos o raio 

r da circunfência inscrita no 


triângulo (como no exercicio 
9.7), obtendo r = 5. 


A área do circulo de raio r é: 


S,=at? =n(5) = 25r 
Portanto, a área pedida é: 
9=85,-S, = 150-25x 


Calcule a área do quadrilátero ABCD, sendo A(-2; 3), B(1; 6), C(7; 1) e 
D(-1; —2) 
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Solução 


Vamos duvidir o quadrilátero em 
dois triângulos, como mostra a 


figura. Calculamos a área S, do A 
triangulo ABC e a área S, do 
triangulo ACD obtendo: 
33 Ea 43 
S,e— e S,=— 


Portanto, a área S do quadniátero 
é: 


s-S.8,-D+5=38 


No item seguinte deste capítulo veremos um outro modo de resolver este 


problema 


Exercícios Propostos 


9.12) Calcule a área do triângulo ABC em cada um dos casos a seguir: 
aJA(4; 3), B(6; —1), C(=1;-5) 
b) A(-1;-1), B(2; 0), C(-2; 5) 


9.13) Calcule a área do triângulo 
representado na figura ao lado. 


*, TEREM 
MIRA 


9.14) Determine o vator de K, de modo que o triângulo de vértices A(k: 0). B(1; k) 
e C(k; 2) tenha área igual a 2. 


9.15) Determine a altura referente ao lado AC, no triângulo de vértices A(5; 7), 
B(2;2) e C(-3,-1). 


9.16) Determine a áerea do triângulo ABC, conhecendo as coordenadas do vértice 
.—s .—s 
A(3: 5), do ponto médio M(3; 3) de BC e do ponto médio N(5; 1) de AC. 
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9.17) 


9.18) 


9.19) 


9.20) 


9.21) 


9.22) 


929) 


924) 


9.25) 


9.26) 


Determine a área do hiangulo cujos vértices são os pontos de interseção 
das retas de equações: 


dx-5y+26=0, d4x+Py+2=0€ dx+v-10=0 
Consideremos as retas 
fr]: 3x-By-7 =0 
(5): 3x- y+1=0 


ao inânguio ABC, onde B(-1,3) e C(-3; -Z2). Sabe-se que a reta r é suporte 

-—s Q 
do lado AC e que a rela 5 é perpendicular à reta-suporte do lado ABR. 
Calcule as área do triângulo ABC. 


Seja Do baricento do triângulo cujos vértices são A(-2; 1), Bi6; 8) e 
C(2, 11). Calecute as áreas dos Iriânguios. 
aj ABD bj) ACD c) BCD 


Moslre que, sendo D a baricentro de um triângulo ABC qualquer, as 
triânguias ABD, ACD e BCD lém a mesma área, 


São dadas as retas (1). y=2x+3e (s)) y=-3x-2Z, que se cortam em À. 


Pelo ponto B(2; 2) passa uma reta t que caria r no ponto C e s no ponto D. 


delermine a equação de t, sabendo que a área do triângulo ACD é igual a 
20. 


Sejam AfÓ, 2), BiO. 1), C(2; 2) e D2; 8). Determine o ponto P do eixo das 
abscissas tal que a área do triângulo PCD seja o dobro da área do iriângulo 
PAB. 


As retas df): 5x-y+9=0 e (sk x-8y+33=0 cortam-se no vériice B de 
um triânquio ABC, cuja área é igual a > Determine a equação da 
reta-suporie do lado AC. sabendo que ela é perpendicular à rela de 
equação dx+2y=-2-0. 


Dado q triânquio de vértices A(-3; 2), B(3; 10) e C(8-2). seja BD uma de 
suas bisselrizes inlernas. Calcule as áreas dos triângulos ABD e BDC. 


Calcule 6 raio da circunferância inscrita no triângulo de vértices A(-3, 1), 
11 -5 
8(3 — je C(I3, — 3. 
( > je Cí 2 ) 


Seja D o incentro de triangulo do exercicio anterior. Calcule a área do 
triângulo BED. 
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; ; arado g : A ai 1.1 
9.27) Calcule o raio da circunferência circunscrita ao triângulo de vélices A(l. 1) 


B(7;9)e C(13; 5) 


9.28) Calcule a área sombreada na figura, A 
sabendo que A(-3; -3),B(2; 7) e 
C(5, 1). 
B C 


9.29) Calcule a área do quadrilátero ABCD tat A(3; -3), B(5: 4), C(0. 2) e DIO. 0) 


9.3 —- ÁREA DE UM POLÍGONO 


Para calcular-mos a área de um polígono de mais três lados, podemas 
procedor como no exercicio 9 11, isto é, dividimos o polígono em triângulos. No 
entanto, podemos obter diretamente a área do polígono (sem dividi-lo em 
triangulos) usando uma regra prática (a qual daremos a seguir, sem 


demonstração). que é generalização da regar prática apresentada no item 9.2, para 
os triângulos. 


Sejam A, B, C,..., M vétices Xa eai YA 
consecutivos de um  poligono A. 
qualquer, sua área S é dada por: 8 Ye, 

ES a Cr 
1 .Xc Ye 
S =—lal se a 
2 o. o 
Xp Ym 
pa Ya 
a 
O & 


8 =XayB -YaXa + XaYe — YoXc +... + XyuYa — XuYa 


Observemos que: 


1º) De modo semelhante ao que foi feito para triângulos, dispomos as 
ccordenadas dos vértices em duas colunas, repetindo a primeira linha. 
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2) Os vérices devem ser consecutivos, isto é, tomamos um vértice 


qualquer como ponto de partida e percorremos o peligono no sentido horário 
ou anli-horário. 


Pode -se ainda demonslrar que: 


1º) quando o percurso é feita no sentido anti-horário. temas 4 > 0 
e" | quando O percurso é feito no sentido horário, lemos A > O 


Exercicios Resolvidos 


31.30) Consideremos novamente o quadrilátero ABCD do problema 9.11, onde 
At-2, 3), 811,8), Cifiije D(-1; —2). Calcule sua área. 


Solução 
Yamos tomar q vérlice +Y 
à como ponto de Ea a 


partida, e percorrer o 
poligona mo sentido 
horário. 


cemsnemãg E 
E E Ê e 


-/ 
Temos: 
8 =(-2)(6) + (MM) + (7-2) + (DIB) = (3) (1) = (6)07) (MM 1) (-2)(-2) = 


=-12+1-14-3-3-42+41-4=-76 


Portanto: 
1 1 
S = >lal=>|-78]= 38 


à Jilulo de ilustração, vamos calcular 
novamente a área, parinda do vértice E 
e percorrendo o poligono no sentida 
anli-horária: 


a=0)(6) + (DCI) + (-2)(-2)+ (0) (DUM (662) (3H-1) (2) (7) = 


=drI+4-1=-14+12+3+14= 78 
Assim: S Jal = À e] = 38 
2 2 
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931) Consideremos o pentágono ABCDE, onde A(O; 4). B(3; 2). CIM. -3). 
D(-3; -2;)) e E(—4; 1). Calcule sua área. 


Solução 
Por convenção quando se fala “pentágono à 
ABCDE, admite-se que os vértices são 3 2 
consecutivos”, assim não há necessidade de 1 -3 
fazermos o desenho. Partindo do vértice A 3 2 
temos: Ei 
-4 1 
0 4 


A = (ON) HANS) (MD) (A(O 
-(1)(0)=0-9-2-3-16-12-12-2-9-8-0=-61 


Portanto: 


1 1 61 
S=— = — [jm D2—— 
iaj=3t-61=8 


9.31) Determine a área do pentágono ABCDE da figura abaixo: 


encenada uu 
ceneneesannmuess 


Solução 


Vamos partir do vértice A e percorrer o poligono no sentido horário. 


A(4: 5) 
B(3; 3) 
C(6; 2) 
D(4; 0) 
E 1) 
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a=(4)(3]+(3)(2) + (6) (0) + (4)tn+ (1) (5) - (5)(3) (3) (6) —(2)(4)- (0) (4) = 
=12+6+0+4-5-15-18-8-0-4=-28 


1 1 
Portanto: S=—|á)==—|-28) = 14 
!aj=1p-28] 
932) Caleule a altura do trapézio ABCD onde A(2; 1), B(S;, 4) C(5.5)e D(12, 6). 
Solução 


Este problema & idêntico ao problema 8 9. compare depois as soluções. 
Em primeiro lugar, calculamos os coeficientes angulares cas retas-supartes 
dos lados, para descobrirmos quais são os lados paralelos: 


E -yo 5-6 1 
40] RO a SS lr mos = 2 A 8-1 as 
Ms Ss 2 = [so 2 


Coma mpe=mMpoa concluímos 


que os lados paralelos são BC e 
ss 
DA 


Sendo 3 a área do trapézio, 
sabemos que: 


S=5 (Bo + âmc) (1) 
Fazendo os cálculos, oblemos: 
5,2 =505,8; = 45 e 88-15. 
Substituindo em (1): 


15 = + n(545 Ee 5) 


ho] 
« 


J 


Hr 


Donde: h= J5 


9.34) Consideremos o pentágono BCDE, onde A(3; 7), B(9: 4), C(4, 1), DIO, 2) e 
E(1; 5). Determine um ponto P do lado AB tal que a área do quadrilétero 
APDE seja 5 da área do quadrilêtero PBCD. 


235 


dy 


PO E ada 


Solução 


> 


Façamos um esboço do 
pentãgono no plana cartesia— mapas: 
no. sem preocupações com a 


DM pecrunsass 


1 


“escala”. Sejam e as áreas dos at Ei B 
quadriláteros APDE e PECD *, ! 
respectivamente S, e 5, se- 2 ps : 
ja S a área do pentágono. D a : 
Fazendo os cálculos obtermos 
Ru=ra0 

——— > 

x 
, fazendo 


Supondo P(a; b), calculemos em seguida os valores de 5, € 5, . 
os “percursos” no sentido anti-horário fpara que tenhamos à > 0) Assim, 


obtemas: 
o e? -1 
Sa = Sa -—3b- 10 — 5, = RE 
2 2 


De acordo com enunciado, devemos ter: 


S, = iara 
as é 
au: Sa -30+10 17 -Za+9b-1 
2 43 = 

que, após as simplificações, fica: 
89a —-G4h = —-148 (1) 
Por outro lado, devemos ler: 

9,+ 8, = 30 

Ea - e = 

gd £a - Rb io 2a = 1 -20 


Que simplificada, fica: 
a+2b=17 (Il) 


As equações (1) e (ll) fermam o sistema 
[83a — 94h =-149. 
la+2b0=17 

que, resolvido, nos dã: a=5 e h=6 

Portanto: P(5: 6) 


Exercicios Propostos 


9.35) Calcule a área do petágono da figura. 
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y 


9.36) Calcule a área do quadrilátero ABCD em cada um dos casos a seguir: 
a) A(2, -2), B(3; 4), C(-4,1), D(-2; 1) 
b) A(3; 0), B(O; 5), C(-6; 2). D(-2, 0) 


9.37) Calcule a área do hexágono ABCDEF, onde: 
A(1;3). B(4; 1). C(3;—2), D(0;-3), E(-2,;-1) e F(-1; 2) 


9.38) Seja O triângulo ABC de vétices A(-6; 0), Ç 
B(6, 0) e €C(0; 12), representado na 
figura. O ponto M divide AC ao meio e os Q 
pontos P e Q dividem BC em três partes M 
de mesmo comprimento. Determine a P 
área do quadrilatero ABPM. 


9.39) Calcule a área do poligono da figura. 
y 
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9.40) 


941) 
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Consideremos o quadrilátero ABCD tal que A(O; 4), BM2, 7), Cl?,2) e a q 


Determine um ponto P do iado BC tal que a área do lriângulo ABP seja » 


da área do quadrilálero APCD. 


pontos médios dos fados são 


Demonstre que, em qualquer quadrilátero. Os ; 
a ãrea do 


vérices de um segundo quadrilátero, cuja área é metade d 
primeiro. 


Exercícios Suplamentares 


1.1) 


11.23 


111.3) 


II14) 


[RI] 


IIL6) 


111.7) 


LB) 


19) 


Yyx— 18 


Represente os pontos (x yjtais que ——— > 
Sx-y=3 


Consideremos as retas r e s cujas equações são x+y-6=0 e 
3x -4y+3=0 respeclivamente. Determine os pontos de r cujas distâncias 


E Eb dba dh 28 
a rela s são Iguais a e 


Calcule a distância do ponto (va: db) ã reta de equação Ja x+ db x-0. 


Determine o valor de a sabendo que o ponto (a; 2) é equidistante das retas 

de equações 4x-3y+7=0 e 7x=24y-30=0. 

Consideremos as retas re 8 cujas equações são: 
[lasb)x+(a-bjy+a=0 
E RR dy (com az0 e b=0) 
lla-b)x+(a+b)y+b=0 


Delemine as equações das relas bissetrizes dos ângulos formados por Fr E 
5. 


A equação x? -y? + 2x(x-y)= (5-3y)(x- y) representa duas relasr e s. 
Sendo P(2; 3), calcule as dislâncias de Pares. 


Às equações das relas-suportes dos lados de um irângulo são 
3x+5y-16=0, x-y=0 e 3x+y+4=0. Calcule as mediads das alturas 
desse Inangulo. 


A equação 24xº .6y? -24xy+10x—-5y41=0 representa duas retas. 
Calcule a dislância entre elas. 


calcule a distancia entre as retas representadas na equação 
2x) By? xy x+5y-1=0. 


H110) Delenmine os pontos da rela de equação 4x-y+10=0 que são 


equidistanies dos eixos coordenados. 


1111) São dadas as retas (1): y =x e (5): y= 2x, que se cortam em À. Pelo penta 


P(1: 1) conduz-se a rela t. determine a equação de t de modo que ela 
forme com res um lrianguio de área iguala 1. 


1.12) Calcule a área do triângulo cujos vértices são: 


a(pr1+/3:8+1+V3), B(p,s+2) e C(p+2,s) 
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57 á 
41.13) Consideremos o triangulo ABC de área —. tal que A(-2, 1) 8 CI 3 


Determine o vértice B, sabendo que o baricentro do lriângulo pertence à rela 


de equações paramétricas: 
Ix =3-1 
ly=3t+1 


HL14) Seja P um ponto qualquer da base BC de um triângulo isóceles ABC, 


Demonstre que a soma das distâncias de P aos lados AB e AC é igual à 
altura relativa ao lado BC. 
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a PARTE IV [SE 


Capitulo 10- Circunferência 


Capitulo Ti- Posições relativas de retas e 
circunferências 


EA ! 
Capitulo 


1 O Circunferência 
si A 


+ 


10.1 - EQUAÇÃO DA CIRCUNFERÊNCIA 


Consideremos um circunferencia 
de centro c(a; b) e raio r. pela defini- 
ção de circunferência, sendo P(x; y) 
um ponto qualquer da cricunferência, 


devemos ler: 
|ôpc E | 
ou: dx - a) +(y- by =r 


ou ainda: |(x-a)/+(y-b)/ =12) (40.1) 


A equação 10.1 será satisfeita por qualquer ponto P(x; y) da circunferência e 
nenhum ponto fora da circunferência deverá satisfazê-la Assim, dizemos que a 
equação 10.1 é uma equação da circunferência de centro (a; b) e raio r. 


Exercicios resolvidos 


10.1) Seja a circunferência de centro C(4; 2) e raio r = 5. 
a) Dé sua equação : 
b) Verifique se os pontos A(8; 5), B(6; 3) e E(12: 9) pertencem à 
circunferência. 
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Solução 


a) Tomemos a equação 10.1: y 
2 2 z 9 esera tina roootaannarcaan coa nie E 
(x=-aj +(y-b)/ = 


Aqui temos: E) 
a=4 b=2 e r=5 


medererertos en ere 


: 
RR 


image! 


b , 
+ = 


»] nunsuensi- po 
oe 


4 


Assim a equação fica: 
2 2 
(x-4e(y-2) =5º (1) 
Podemos desenvolver os quadrados, ficando com: 
x* -Bx+16+y" -dy+4= 25 


ou ainda: 
dC+y -Bx-4y-5=0 (1) 


As equações (I) e (ll) são equivalentes, tanlo uma como quira servem 


como resposta. 


bj) Para verificarmos se os pontos A B e E pertencem à circunferência, 
substituimos suas coordenadas na equação (1) ou (1l] e observamos 
se as sentenças obtidas são verdadeiras ou falsas. Vamos fazer as 
substituições na equação (1): 
(xs a(y-2/f=8 

A(B,5) — (8-4 =(5-2]/ =5? (verdadeira) 

A(6;3) (6-4) =(3-2/ 5? (falsa) 

A(12,9) —s>(12-47/ =(9-2/ =5º (falsa) 


Partanlo, dos pontos fornecidos, apenas o ponto À pertence à cireun- 
ferência. 


10.2) Dê a equação da circunferência de centro C(2: 1) e raio r= 3 
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10.3) 


10.4) 


Solução 


(x-af+(y-b) =1º 
No nosso caso caso temos: 

a=2, b=-1er=3 
Assim. 

(x-2P+(y-1) = 3? 
ou: (e=2) aty=1 =9 (1) 


Desenvolvendo os quadrados obtemos: 
x -4x+4+y2+2y41=9 

ou anda: x2+y?-4x+2y-4=0 (11) 
Podemos dar como resposta a equação (|) ou a equação (11) ou outra 
qualquer equivalente a elas. 
Dê a equação da circunferência de centro C(0:0) e raio r = 2 
Solução 

Neste caso o centro 
da circunferência é a arigem 


do sistema de coordenadas. 
Temos então: 


a=0, b-0 e r=2 
(x-afety-d/ =" 
(x-0)+(y-0/ =22=4 q 

xX+y)=4 (1) 
u xX+yº-4=0 (11) 


Podemos dar como resposta a euação (1) ou a equação (il) ou qualquer 
outra equivalente a elas. 


* 


- 3) e faio = 4. 


mia 


Dê a equação da circunferência de centro cf 
Solução 


Agara lemos: a=5.b=3 er=4 
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10.5) 


10.6) 
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Assim: (x — ay +(y —-by =r? 


(x SP+ty- 3)? -2º 
x 5x, E + y? Gy +9-16 


XE 4y?-5x-By-5-0 (1) 
ou: dx «dy* - 20x-24y-3=0 (HI) 
qualquer uma das equações (1), (II) e (IH) serve como resposta 


Determine o centro e o rain das circunferências cujas equações sao dadas à 


Seguir: 


2) (x-2P +(y-7Y = 36 E) ay? 
4 5 
h Es Ep so 
j (+ 5) +[y 8) 10 
Solução 


(x-aP+ty-bP cr? cisto 
(x-2P +(y-7P = 46=6º] 
portanto o centro é C(Z; Tlecraicér=6 
(x-af+(y-b] ="? 
(x-2) +(y-5) =10º= (vio)'| a 
[-2. 5) 


Assim, o centro é ai E i 


2 2 
Ea O o pa 
Cc) pasta) y 'a=0 b=D 1-0 
x?4y2=9=3r2] 
Ocentro é C(D;DJeocralnêr=3. 


Determine os valores de K para os quais o ponlo Pík; 5) pertence à 
circunferencia de centro C(5; -2) e raio r= 485. 


Solução 
A equação dessa circunferência é: 


(x-sPa(y-27=(V85)-85 (1) 


10.7) 


10.8) 


109) 


Seja 


Se P(k: 5) é panto da circunferência, suas coordenadas devem satisfazer a 
equação (1): 
2 2 
(Kk-5) +(5+2) = 85 
Resolvendo essa equação obtemos: k = 11 ouk =—1 


Calcule o raio da circunferência que tem centro no ponto C(-2; 7) e que 
passa por A(3, —1). 


Solução 


VR ae A 
O raio é a distância entre os pontos 
Aec: 


f=5ac = V(Xa -*ey + (ya -yer 
= (3,2) +(=1-7) = JE 


Sendo A(-3; 2) e B(7; 6), determine a equação da circunferência que tem o 
segmento AB como diâmetro. 
Solução 


O centro C da circunferência 


é o ponto médio do segmento AB. A 
Assim: 
Xe Xa+Xp DA a 
E 7 C(2; 4) 
-YntYa 2+6 4 a 
Jc 2 2 


Para obtermos o raio, calculamos a distância de C ao ponto A (ou ao 
pontoB): 


red (2+3)+(4-2) = 28 
Portanto, a equação da circunferência é: 
(x-2P+(y-4)/ =29 
ou, desenvolvendo os quadrados: 
x +y?-4x-By-9=0 
Dê a equação da circunferência que passa B 


pelos pontos A(O; 2), B(7; -5) e C(6; -6). VAO 
Solução A 


D o centro de nossa circunferência. Em 


.º 


primeiro lugar vamos observar que, sendo A e B 
pontos (distintos) da circunferência, a mediatriz 
da corda AB de vê passar pelo cento da 
circunferência (figura a). 


Fig. a 
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Sejam então re s as me- 
- .s 

diatrizes das cordas AB e BC res- 
pectivamente (fig. b). Podemos 
delerminar as equações de re s 
que são: 

():x-y-5=0 

(s)x+y-1=0 
O centro D é a interseção das 
retasres: 

D(3; -2) 

Para obtermos o raio, calculamos 
a distância de D ao pento A (ou B, 
ou C): 


r=ôdpa = 9 


Assim, a equação da cricunferência é: 


Fig. b 


(x-3P =(y +22 =5º 


ou, desenvolvendo os quadrados; 


x2+yº -6x+4y-12=0 


Devemos observar que: 


1) 0 problema não teria solução se os 
pontos A, Be C estivessem alinhados. 


2º) O problema também poderia ter sido 
enunciado do seguinte mado: “Determine 
a equação da circunferência circunscrita 
no triângulo de vértices A(O; 2), (B(7; -5) 
e C(6; -6)”. 
3º) Indicaremos uma outra solução para este 
problema no exercício 10.38. 


A 


C 


10.10) Determine a equação da circunferência inscrita no triângulo de vértices 
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A(9;1), B(4; 11) e €(1;,5). 


Solução 


Este trâangulo ê o mesmo 


do exercício 8.40 


O centro da cricunferência 


inscrita é o incentro D que já foi 
determinado no exercício 8.40: 


D(4; 6) B 


A 


PAR 


(=) 


C 


Para obtermos o raio r, calculamos a distância de D a um dos lados, à 


que também já foi feito no exercício 8.40: 1 45. 


Portanto a equação da circunferência é: 
(x-4P+(y-67 = (57 
x2+y2-Bx-12y+47=0 


Solução B 


Seja C(a; b) o centro da cir- 


cunferência, cuja equação deve ser A 
(x-afe(y-b)=1"=(2/57 = 
=20 (1) 


Como A e B pertencem à cir- 
cunferência, mas suas coordenadas as- 
tisfazem a equação (1): 


A(14) -» (1-a +(4-bP =20 (11) 
B(7.-2) » (7-aJi+(-2-b) = 20 (11) 


Desenvolvendo e simplificando as equações (Ill) e (Ill), obtemos o 
sistema: 


fatsbt-2a-8o=3 (14) 
ja?+b?-14+44b=-33 (V) 


Um modo simples de resolver esse sistema é subtrair membro a 
membro as equações (IV) e (V). Vamos fazer (IV) —((V), obtendo: 


i2a - 12b = 36 
ou a-b=3 (M)) 
Na equação (VI) isolamos uma das incógnitas. Vamos, por exemplo, isolar 
* 

a=3+b (Mill) 


Em seguida substituimos em (IV) ou (V). Vamos substituir em (IV): 
(3+b2 +b? -2X3+b)-8b=3 


Resolvendo esta última equação obtemos b=2 ou b=0. 
Substitundo em (VII): 


b=253=3+2=5..C(5:2) 
jb=000a=3+0=3:C(3,0) 


Portanto, temos duas circunferências 
salisfazendo as condições do prebiema: uma 
de centro C/(3; 0). A de centro C, tem 
equação: 


(x-5P +(y-27) =20 
E a de centro Cz tem equação: 
(x-3) +y? = 20 
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10.12) Determine que equação da circunferência de raio r=5 e que passa peios 
pontos A(-t;3) e B(3; 1). 


Solução 
Este problema é semelhante ao anterior e vamos encaminhá-lo do 
mesmo modo. Sendo C(a; b) o centro, a equação da circunferência é: 
(x-a2+(y-b)? =(45/ =5 (1) 
Os pontos A(-1; 3) e B(3: 1) pertencem à circunferência: substiluindo 
suas coordenadas em (1), obtemos o sistema. 
2 2 
f(-1-a) +(3-Db)2 =5 A 
U3-aP+(1-b2 =5 


o qual, resolvido, nos dá: a =1eb=2. 
Assim, neste caso obtivemos ape- 
nas uma circunferência satisfazendo as 
condições do problema (no exercício 
anterior obtivemos duas). Isto significa B 
que os pontos A e B dados são extremos 
de um diâmetro da circunferência. 
O centro da circunferência é 


C(1. 2) e sua equação é: 


(x-1=(y-2)2=5 


10.13) No plano cartesiano, o que representa a equação y = J9-x2? 
Solução 


Para a existência de y = J9-x? devemos impor 


g-x220 e y20 


Porém se elevarmos ao quadrado os dois membros de y = V9-xº, 
obteremos y?=9-x2?, o que já garante a condição 9-x?>0 Assim, 
podemos escrever: 
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À equação x +” =9 representa uma circunferência de centro na 


ongem estalo r= 3 (figura a). Mas como devemos ter y =D,a resposta do 
problema é a semicircunferência da figura b. 


Ri 
AN 


Fig. a Fig. b 


10,14jOblenha os pentos onde a circunferência de equação 


(ef sty-mÊ=5 
cora os eixos coordenados. 
Solução 


Os pontos onde a circunferência corta o eixo Oy devem ler abscissa 
nula Fazendo x = O na equação dada termos: 


=P +ty-tf=s 
OD que nos dã y = 3 ou 


y = -—1 Portanto, os pontos ande 
a circunferência carla o eixo Oy são 
(0.3) e (0; —1). 


Os pontos onde a circunferência 
cora o eixo Ox devem ler ordenada 
nula. Fazendo y = O na equação 
dada, lemos: 


(x-1P (0-1 =5 
Ô que nos dá x = —1 ou 
* = 3. Porlanto, os pontos onde a 
circunferência corta o eixo Ox são 
(10 e (3.0) 


10.15)Represente na plano cartesiano €s pontos que salisfazem a condição: 


(x-1+(y-2P =2 
Solução 
xz0a [x] =x 
Conforme sabemos: 
x £0e>l|x=-x 


Vamos considerar então duas possibilidades: 


13 | x =D 
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Neste caso temos |x).= x e a equação dada torna-se. 
(x-1P+(y-2)=2 
: ia ro 19 
que é a equação de uma circunferência de centro (1. 2) e raia f=v2 


(figura a). Mas com estamos supondo x 20, ficamos com à parte da 
circunferência marcada na figura b. 


Fig. a Fig. b 
2) 
Agora temos |x| = -x e a equação dada fica: 
(-x-P+(y-22=2 
ou: (+12 4(y-22=2 


que é a equação de uma circunferência de centro (-1: 2) e raio E va 
(figura c). Porém como estamos supondo x s 0, ficamos com a pane 
circunferência marcada na figura d. 


y 
3 


Fig. c 


A resposta ao problema é 
a reunião das figuras b e d, isto 
é, é a região representada na 
figura e. 
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10.16)Consideremos o ponto A(-1, 5) e a reta s de equação x + y — 3 = 0. 
Delemine a equação da circunferência de raio r = 5, que passa por Ae tem 
centro na reta r 


Solução A 


Sendo C(a; b) o centro da 
circunferência, sua equação é: 


(x-aPs(y-bY=5? (1) 

Como A(-1. 5) pertence à 
circunferência, podemos substituir s 
suas coordenadas em (|), obtendo: 


(-1-a) +(5-b)? =25 (1) 


O centro C(a; b) pertence à reta (s): x + y —- 3 = 0. Portanto, temos: 
A+b-3=0 (UI) 


Resolvendo o sistema formado pelas equações (Il) e (III), obtemos: 


A=zbeb=1 
ou 
a=-beb=8 


Assim, temos duas circunferên- 
cias satisfazendo as condições do 


problema: uma de centro Ci(2, 1) e s A 
oulra de centro C>-5; 8), cujas 
equações são, respectivamente: J 


(x-2P +(y-1)2 = 25 
e 
(x+5P+(y-8) = 25 


10 17)Consideremos a circunferência y de equação (x-1)2 +(y-57 =13 ereta s 


da equação x-ay+2=0. Sejay a circunferência simétrica de y em relação 
as. Determine a equação de y'. 


asa 


Solução 


As circunferências y e y devem ter 
o mesmo raio r= 13. Sejam CeC' os 
centros de y e y', respectivamente. Da 
equação tiramos C(1; 5). O ponto C deve 
ser o simétrico de C em relação a s. 
Usando o processo visto no capitulo 5, 
obtemos: 


C(3, 3) 
Portanto, a egqução de y'é: 
(x-3P+(y+3)2 =13 


10.18) O triangulo retângulo ABC, cuja hipotenusa é AC, estã inscrita na cir- 
cunferência de equação (x - 4) +(y- 3) = 13 .Sabendo que A(1. 5), deler- 
mine a vértice C. 


Solução 


O centro da circunferência é o ” 
ponto D(4; 3). Conforme sabemos da Ge- 
ometria Plana, quando um triângulo re- 
tângulo está incrito numa circunferência, a 
hipotenusa é diâmetro da circunferência. 
Portanto, o centro D é o ponto médio do 
segmento Ae. Assim: 


x x y y 
*D - A + Ceyn- A+"C 
2 
1+*C 5+YC 
ou: 4 = = 2 


donde: C(7;1) 
Exercícios Propostos 
10.19) Escreva a equação de cada circunferência cujos centro e raio são dados 

abaixo: 

a) €(5:3)er=2 

b) C(-2;4)erv10 

c) C(-10)er=243 


d) c(é: ner= 2/2 

e) €(0;0)er=8 

10.20) Dê o centro C e o raio r das circunferências cujas equações são dadas a 
seguir: 


254 


a) = AP ly df = 49 d) (x+ 27 +ty— 42) = 80 


bj (x+ BJ + (ty — 1 = 36 e) x +yº =16 
c) pe ey-=7 Ppxisy'=6 


10 21) Responda sim ou não conforme o ponto P pertença ou não à circunferência 
cuja equação é dada. 


a Mix +ly-3P=5 c)Plã-4), xº+y' -6x rEx+9=0 
bi PE-LI (x + 2 ly MP =17 


i022)Delemmine os valores de k para os quais O ponto Pf-3, k) perlente à 
cucunferência de centro C(D; 3) e raio igual à 5. 


1023 Determine a equação da circunferência de centro C(—1: 4) e que passa pelo 
ponlo A(-4: 5) e B(E; 9). 


1024 DE a equação da circunferência que tem como diâmetro o segmento de 
extremos A(-4, je B(S; 9). 


10.25)Dé a equação da circunferência circunscrita ao triângulo de vértices 
B(-2:3). B(1; 6) e Ct6; 1) 


10 25) Determine a equação da circunferência inscrita no triângulo de vértices 
A 9). B(13, 18) e CiZs, 2). 


10.27) Delermine a equação da circunferência de raio r e que passa pelos pontos A 
e B nos seguintes casos: 


a) r= AS Aa) BIZ —1) 
b) r= 28,A(4; 23, B(6;- 2) 


10 28) Consideremos q ponto A(3; 3) e a reta s da equação x+4y-8=0. 
Determine as equações das circunferências que passam por À e têm centro 
na reta 5, sabendo que seus raios são iguais a ÃO. 


10.29)Uma circunferência passa pelos pontos A(3; 1) e B (4, 0) e tem seu centra 
sabre o eixo das coordenadas. Calcule o raio dessa circunferência. 


10 30) Seja 7 uma circunferência de equação (x- 27 +(y - 3Y = 15€ consideremos 


a reta t de equação x — 2y — 1 = O. Delermine a equação da circunferência 
simétrica de y em relação a t. 


1031) Consideremos um triângulo retârgulo cujos vérlices são A(T, —1), B(3; 3) e 
Ct5, 2). Dê a equação da circunferência circunscrita ao trânquio. 

10.32)0s pontos (-1; 4) e (3 2) são vértices consecutivos de um quadrado. 
Delesmine a equação da circunferência circunscrila ao quadrado. 
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10.33) Desenhe no plano cartesiano as figuras represenladas pelas equações: 


a) x=-16-y? dpi +gy|-1?=2 


40.2 — RECONHECIMENTO DA EQUAÇÃO DA CIRCUNFERÊNCIA 


Vimos que uma circunferência de centro C(a b) e raio r pade sei 
representada pela equação 10.*; 


= aPasly-bP = 


Desenvolvendo os quadrados, obtemos 


fx? + yº -2ax-2by+a' 4h -[º = o] (10.2) 


A equação 10.2 tem a seguinte forma: 


x ryox+ By +y=0](103) 


ande; 


isto E: 


E obvio portanto que toda circunferência pode ser representada por uma 
equação de tipo da 10.3, valendo as relações 10.4. Porém, nem toda equação do 
tipo da 10.3 representa uma circunferência Observando as relações 104 
percebermos que: 


Uma equação do tipo da 10,3, representa uma circunferência se, & 
somente se: 


a“+bi.y>0 


Devemos acrescentar que, em relação à eguação 10.3: 


1) Se a? +b” -y, nas relações 10.4 teremos + = O, isto é uma “eir- 
cunferência” de centro Ca; bj) e raio nulo. Isto significa cue A equação 
dada represenla apenas o ponto Cí(a; b). 


2) Se a2+b?-y<0, a equação dada não é satisfeita por nenhum ponto 


do plano. Alguns autores dizem, neste caso, que a equação dada 
representa uma circunferência imaginária. 
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Exercícios Resolvidos 


H) 34)Fara cada equação dada a seguir, verifique se representa uma circun- 
ferência, Em caso afirmativo, dê O centro e O raio. 


a) x,y? 6x+dy-3=0 H 3x24 347 -6x-12y+21-0 
bx +y-2x-4y+7=0 9) x +y -8y+12-0 
€) x +y?-dx-6y+13=0 W) x +72 +6xy+Bx-9y+1=0 


d) x,y] +3x-87+15=0 
ey 2x] +2yº -12x+By-5=0 


Solução 
Bud 
a) x +yº -Bx+4y-3=0 
Trata-se de uma equação do tipo da 10.3 ande: 


o=-Bl=dey=f 
Poranio, temos: 


rodar oyo A3PA(2y (3-4 


Conclyimos, então, que se trata de uma circunferência de cenlro 
Cl%-2) erato r=4d. 


b) x +y?-2x-4y+7=0 
É uma equação do lipo da 10.3, com: 
q=-2B=-Ser=? 


im <A 


Assim: 
[p=-E.2 
2 


Nesta caso, temos: 
a +bP-ye(2s(2f-(7)=-2<0 


Purlanto, a equação fornecida não representa nenhum ponto do 
plano. Trala-se de uma circunferência imaginária. 


Dx +yt o 4x-By+13=0 


ear 


E uma equação do tipo 10.3 onde: 
2=-4,B=-6bey=13 


Ea 7 
2 

e 
2 


Repare que: a” +b' -y=(2)/+(3/-13=0D 
Portanto a equação dada representa apenas o ponto Ci2: 3). 


d) x2º+y7+3x-87415=-0 
Esta equação é do tipo da 10.3 com: 
W=3[8=-8,7=18 


sbl-yo(- Petar -ss=D>0 


Concluímos que se trata de uma circunferência de centro Es 4j e 


rai r dado por: 


ONO as ts 1 

2 2 w 
r=Jjao +bo - -(2- 

é 4 2 


e) 2x] +2yº - 12x + By-6=0 
Esla equação não é do tipo da equação 10.3. Porém, dividindo 


todos os seus termas por 2 obtemos a equação 
x +y2-Bx+4y-3 =0 dl) 
que é equivalente à equação dada e é do tipo da equação 10.3, com: 
u=-SB=4ey=-3 


a=3b =—? 
ab -y=(3P+(-27-1-3)=16>0 
r=422+4bº -y= MB=4 


Temos então uma circunferência de cenlro C(3: 2) e raio r= 4 


Assim: - 


f) 3x2+3y?..6x-12y+21=0 


2h8 


Dividindo lodos às termos por 3: 


w+y?-2x-dy+7=0 
=-2,b=-4,y=7 
fa=1b=2 


ER =(1" r(ZP-7=-2<0 
Portanto, a equação não representa circunferência. 
g) x/2yº-By+12=0 
Esta equação é do tipo da 10.3 com: 


c=09--By-12 
fa=0b=4 


Ja+b = y=(02+(49/-12=4>0 
Assim: r= Ja +b? -y=V4 =2 


É uma tircunferência de centro CO; 4) e raio r= 2. 


h) x +yº + Bxy+ Bx-9y+1=0 


Esta equação apresenta um termo em xy, O que não ocorre na 
equação 10.3. Portanto, não é equação de circunferência. Nos capilulos 


seguintes aprenderemos a decidir que lipo de figura esta equação 
representa. 


j 4x +3yº-Gx+2y-1=0 


Na equação 10.3, os coeficienles de x e yº são ambos iguais a 1. Na 
equação dada no exercicio, os coeficientes de x e y são diferentes. 
Poranto. jamais conseguiremos tranformar essa equação numa equivalente 
a ela, com os coeficientes de x” e y” iguais a 1. Assim, conçluimos que essa 


equação não é de circunferência. Nos capitulos seguintes aprenderemos a 
decidir o que ela representa. 


10.25) Para que os valores reais de m a equação x' + yº -2x+6y+m=0 
representa uma circunferência? 


Solução 
À equação dada é do lipo da 10.3 com: «= -2,B=6ey=mAÁAssim: 
a=--DL al E pb =Sê 
Z 2 


E portanto, para que à equação represente uma circunferência, 
devemos ler: 
a*sb'- 7>0 


ou; (1 4(-3/-m>0 
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Resolvendo esta inequação obtemos: m « 10. 
10.38) Sejam A, E, C, D, E é F números reais é consideremos a equação 
Ao + By? + Cxy+ Dx+Ey+ É =0 


a) Dê as condições para que essa equação represente uma circunferência. 
bi Supondo que as condições do item anterior estejam verificadas. deter- 


mine o centro e raio da circunferência, 
Solução 


a) Em primeiro lugar, devemos lembrar-nas de que 05 coeficientes de 
xº e y' devem ser iguais é que não pode haver em xy. Assim. impomos: 


A=B=2De C=n 
Com issn, a equação transforma-se em: 
dx? + dy? + D+ Ey+F=Ô 


que É uma equação do lipo da 10.3, com: 


-D PE Sa 

A A da, 
ja-S=-D 
Assim 2 ZA 
pa É E. 
2 ZA, 


Finalmente impomos: 


a” +.b?. 4>0 


Isto É: (E TE A 0 
2h A po 
a 2 
a D+ ES-4AF sig 
aa? 
ou ainda: D'. E? -4AF>0 


Em resumo: 
Para que a equação Ax? + By? + Cxy+Dx+ Ev+F=0 represente 
uma circurferência, devemos ter: 


A=-Bx0O 
C=0 
Dº.E?- 44F>0 


z60 


b) Do que foi visto acima concluimos que o centro ê o ponto 


» A = 
Co 2a! 
eoraiorê: 
esEl D “E. EF In2,E2-4aF 
z 7 * 2 
= Ja 40º -yue = —os pl="—1" = — = Ec 
E 2a” Da” A aa? 
DP EP-4AF 
Vo 2 


10.37] Determine 05 números reais E, FG e H, de modo que a equação 
2x +Eyº +Fx+Gy+H=0 
represente uma circunferência de centro (2, - 1). 


Solução 


Devemos, em primeiro lugar, impor: E = 2, Em seguida, dividimos 
todas os fermos por 2, obtendo: 


FG H 
W+y+-x+—>y+—=0D 
E GR 


que & uma equação do lipo da 10.3 com: 


Cama a centro é o ponto (2; —1), temas: 


F is 
4 & 


isto é; F=-8e G=4 
Finalmente, para que a circunferência exista, impomoas: 
a"+p'-4>0 
H 
Isto é: Pa (- E 
donde: Hx=10 


Em resumo, devemos ler: 


E=2.F=86G=4eH<10 
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10.38)Dé& a equação da circunferência que passa pelos pontos Af0; 2], Bl: -5)e 


Cis. -B). 
Solução 


Este problema é indêntico ao 10.9. Daremos agora uma aula 
solução. , 
A equação da circunferência procurada pode ser escrita: 


x +yº +kx+my+n=0 (1) 


Como A, Be €C pertecem à circunferência, suas coordenadas podem 
ser subslituidas em (1) 


9(0:2) —— 0242! .ktO+miB)+n=0 
BJ(7.-5) 2 PEat-sPski7)+mt-S)an=0 
C(6.-6) ———* 62+(-6)+Kk(6)+m(-68)+n=0 


Simplificando as equações acima, ficamos com o sislema: 


| 2m+n-4=0 
4ºk-bEmen+74=0 
Sk -6Gmen+72=0 
que resolvido, nos dá: 
k=-6m=4gen=-il? 
Portanto. a equação da circunferência é: 
x +yº-10x-4y+4=0 


10.38) Consideremos a circunferência de equação 
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x +y2-10x-4y+4=0 
Calcule a distância entre a circunferência e cada um dos pontos a seguir 


a) MAD) b) B(3;2) Cc) Dt9; 5) 


Solução 
a) Em primeiro lugar. delerminamos o centro C e raio r da circunierência, 
obtendo: 
C(5,2) er=5 
Fm seguida, calculamos a distência entre os pontos ÃecCE: 


É 15 
dar 


2 


Percebemos que daç >F. Por- 


tanlo, o ponto À é exterior à circun- 
ferência. Se indicarmos por d a dis- 


tância de À à circunferência de A à É Sssêcs 

circunferência, temos: o 
0 RI Ri a 
ci 2 2 2 


b) Neste caso obtemos: 
dec = ê<r 
Dai, concluímos que o ponto 
B é interior à circunferência. Portanto, 
a dislância d e B à circunferência. 
Portanto, a distância d e B à circun- 
ferância é: 
d=r-06c=5-2=3 
c) Agora obtemos: D 
doc =5=F 
Portanto, o ponto D está sobre 
a circunferência de D à circunferência 


e a distancia de D à circunferência é 
nula. 


Exercicios Prapostos 


10 40) Para cada equação dada abaixo, verifique se representa circunferência e, 
em caso afirmativo, dê o raio e as coordenadas do centro. 


a) xº+y'+2x+6y-6=0 f) 9x? +9y? -12x—18y+4=0 
b) x24y2+2x+14y440=0 9) 2x2+3y?-x-y-6=0 
c)x!+y2-6x+8=0 h) x +y2+4xy+2x-8y+1=0 
d) xº+y?-2x-2y+3=0 i) x2-8x+12y-3=0 


e) 2x) +2yº -2x+4y+5=0 
10.41) Para que valores de k, a equação 
xº+y? +4x-k=0 
representa uma circunferência? 
10.42) Sendo k, m, n e s números reais, dê as condições para que a equação 
od -Senx-4y+s= 0 


represente uma circunferência. 
10.43)Sendo k. m, n, s e t números reais, determine as condições para que a 
equação 
k m n 
4x --y? 4 — x--y+sxy+t=0 
EaD a 
represente uma circunferência cujo centro é o ponto (-2; 3). 
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10.44) Sendo k e m números reais, dê as condições para que a equação 
x2+y? -4x+ky+m=0 
represente uma circunferência que passa pelo ponto (3; 5). 
10.45) Determine os números reias k, m e t de modo que a equação 
x +y? +kxemy+t=0 
represente uma circunferência de centro (3; -4) e raio r= 6. 


10.46) Desenhe no plano cartesiano as figuras correspondentes às equações: 


a) y=J4x+2y-x2+45 b) x-4=/6y-y?-5 


10.47) Determine a equação de uma reta que passa pelo centro da circunterên 
de equação 


cia 


2x2 +2yº -3x+5y-1=0 


e é perpendicular à reta cujas equações paramétricas são: 


Pisca 
PRE 
Ê 9 9 


10.48)Calcule a distância do ponto A à circunferência de equação 


x?+y? -2x+2y-16=0 em cada um dos casos a seguir: 
a) A(S:; 2) b) A(4:2) c) A(-1:-3) dd) A(1,-1) 


10.3 - EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS DA CIRCUNFERÊNCIA 


Solução 


Se não houvesse a restrição y 
sobre 9 as equações representariam 
uma circunferência de centro C(4; 3) e 
raio r = 2 (figura a). Porém, com a 
limitação dada, as equações devem 
representar um arco de circunferência, 
cujos extremos vamos determinar. o| 


a 
Fig. 10.2 
As equações 10.5 são um par de equações paramétricas da 
circunferência, onde c parâmetro é o número real 6 (8 pode ser um número real 


qualquer). 
As equações 10.5 foram obtidas usando uma figura particular (figura 10.2); 
no entanto, elas valem em qualquer outro caso, desde que se use a convenção da 


trigonometria: 
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O > O: sentido anti-horário . 
9 < O: sentido horário 


Camo exemplo observe as figuras a seguir: 


Fig. 10.2 


a 
Fig. 10.2 


Observação: As equações 10.5 constituem o par de equações paramétricas mais 
usado para representar a circunferência; mas não é o único par 


possivel. Nos exercicios ilustraremos este fato. 


Exercicios Resolvidos 
10.49) Obtenha um par de equações paramétricas que represente a circunferência 
de equação: 
x +yº-4x+6y-3=0 
Solução 
O Centro dessa circunferência é C(2: -3) e o raio é r = 4, isto é: 
A-2,.b=-3er=4 
Assim: 
x=a+rcos0=2+4cosê 
y=b+rsen0=-3+4seng6 


Portanto, as equações paramétricas são: 


x=2+4 cos6 
y=-3+4 senô 


10.50)As equações paramétricas de uma circunferência são 


(x=3+5cos0 
ly =2+5 sen6 
Obtenha, para esta circunferência, uma equação independente do 


parâmetro 9. 


265 


Solução 


1º modo 
Da teoria vista, concluímos imediatamente que: 


A=3b=2er=5 
Portanto, a circunferência pode ser representada por: 
(x-3P +(y-2/=8 
ou, desenvolvendo os quadrados: 
x+y?-6x-4y-12=0 

2º modo 

fx=3+5cos6 a fx-3=5cos0 

ly =2+5 senô ly-2=5 seno 
Elevando ao quadrado temos: 

[x -6x+ 9=25cos' 0 

ly? -4y+4=25 sen?0 
Somando membro a membro: 


x2+y2-6x-4y+13 = 25(cos? 6+ sen?0) 


Lembrando que cos? 0 + sen?9=1, ficamos com: 
x +y2- 6x-4y+13=25 


ou: x +yº-6x-4y-12=0 


10.51) Desenhe a figura representada pelas equações paramétricas 


fx=4+2cos0 


ly =3+2 senb 
onde 9 é um número real tal que 5 <0< aa 


Solução 


Se não houvesse a restrição 
sobre à as equações representariam 
uma circunferência de centro C(4: 3) e : 
raio r = 2 (figura a). Porém, com a i 
limitação dada, as equações devem 0 a 
representar um arco de circunferência, Fig. a 
cujos extremos vamos determinar. 
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A 


x=442c0s E = 44205) = 44 3 


+ 


para 0= — 
6 n 1 
y=3+2sen-=3+2—)=4 
6 2 


x=4 4205 = 4423 
3 2 


a 

para 0= — ss 
E] e 
|y=342 senZE - 3, 4 32)= 34 43 


Assim, os extremos do 
arco são os pantos: 


A(4+ 43, 4)e B(33+ 3) 


A resposta é a figura b 
com 


2x 
3 


u=-ej= 


ola 


10 52) Mostre que as equações paramétricas 


E at? 

Be FREI 
(+ te) 

21-22 +t 
(1445) 


Somando membro a membro: 
dica A q l=RU Ri Gar dE 
— & —DW—w——— 5 —— To —————— = 
Pq qrer (PP (ty 


A equação x? +yº =1 representa uma circunferência de centro na 
origem e raio r = 1. 


Exercícios Propostos 


10.53) Dê um par de equações paramétricas para cada circunferência a seguir: 
a) 2x)+2yº -16x+20y-16=0 
b) xX2+yº=6 


10.54) Temos a seguir circunferências dadas por suas equações paramétricas. Em 
cada caso determine uma equação da circunferência, independente do 
parâmetro. 
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b) x=—+3 cost ne 

| y=-5S+3cost 

=9cos0 

Cc) [x E O e 

ly =9 sena 

10.55) Desenhe no plano cartesiano a figura representada pelas equações pa” 

ramétricas: 
fx=2+3 cos0 ERR. SS 10.56) Uma circunferência tem 
ly =1+3 seno 2 4 


equações parameétricas 


ie: 

E 
| 2-2 
VE qt 


Dê uma equação da circunferência independente do parâmelro t. 
4Y 


10.57) Represente através de equações pa- 
ramétricas o arco de circunferência 
assinalado ao lado. 


10.4 — INEQUAÇÕES 


Consideremos uma circunferência de 
centro C(a, b) e raio r. Conforme já vimos, 
se P(x; y) é um ponto qualquer da cir- 
cunferência temos: 


dpc =" 
ou: (x- a +(y-b2 =r? 


ou ainda: x +y? +ax+By+y=0 


onde: «=-2aB=-2bey=a?+b? -r? 
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Consideremos, agcra um ponto 
A(x: y) no interior da circunferência. 
Devemos ter: 


Dae Er 


ou: (x-aP+(y-b)P <r? 


ou ainda Dêsy? sax+py+y<0] 


Se B(x; y) for um ponto qualquer 
no exterior da circunferência, devemos 
ter 


dpc > 


ou: (x-a? +(y-b) >r? 


ou ainda: [x +y +ox+By+y> | 


Exercícios Resolvidos 


10.58) Consideremos a circunferência de equação 
x +y -2x+6y-6=0 


Verifique se o ponto P(7; 5) está sobre a circunferência, no seu interior ou no 
seu exterior. 


Solução 
1º modo 
Podemos determinar o centro C e o raio r, obtendo: 
C(1,-3 er=4 


Em seguida calculamos a o P 
distância do ponto P ao centro da 
circunferência: 


Sec = 10 


Vemos então que: dpç >" 


Portanto, o ponto P está no 
exterior da circunferência. 
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2º modo 
Já que a equação da circunferência é 


x +y2-2x+6y-6=0 
vamos considerar a expressão: 
F=x2+y? -2x+6y-6 
Vamos substituir as coordenadas do ponto P(7; 5) na expressão F: 
F=(7)+(5) -2(7)+6(5)-6-= 84 


isto é: F>0 
Portanto, o ponto P é o exterior à circunferência. 


10.59) Verifique a posição do ponto P(3; -2) em relação à circunferência de 
equação 


x +yº+4x+5y-17=0 
Solução 


Seja F=- x +y2º+4x+5y-17; 
vamos substituir as coordenadas de P 
(3; —2) na expressão F: 


F=(3)+(-2)2+4(3)+5(-2)-17=-2 


Como F < 0, concluímos que o 
ponto P é interior à circunferência . 


10.60) Represente no plano cartesiano os pontos P(x; y) que satisfazem cada uma 
das condições: 


a) x2+y?- 6x-4y+12<0 

b) x2+y?-6x-4y+12<50 

c) x2+y?-6x-4y+12>0 

d) xº+y?-6x-4y+1230 
Solução 

a) Como é fácil concluir, a equação 


xº+y2 - 6x-4y+12=0 
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representa uma circunferência de centro C(3; 2) e raio r = “(figura a). 


Fig. a 


Portanto, a sentença x? +y? -6x-4y+12<0 representa o interior 


dessa circunferência (figura b), isto é um circulo de centro C(3; 2) e raio r, 
excluindo a circunferência de centro C(3: 2) e raio r= 1. 


a) X+yº-6x-4y+12<0 

Neste caso servem os pontos 
do interior da circunferência e a 
própria circunferência (figura c). 


c) xº+y? -6x-4y+12>0 
Agora, os pontos que servem 
são todos os pontos do plano que 


estão no exterior da circunferência 
(fig.d) 


d) x+y?-6x-4y+12>0 

Os pontos que servem são 
aqueles que estão no exterior da 
circunferência e a própria circun- 
ferência (fig. e) 


Fig. e 
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Exercícios Propostos 
10.61) Verifique se os pontos dados abaixo estão no interior, no exterior ou sobre a 
circunferência de equação 
x? + yP+ dx+2y-15=0 
a) (1,-3) b) (-4;3) E) dE: =4) dj (2.2) 


4 air 
10.62)Verifique se o ponto (-5:3) está no inlerior, exlerior ou sobre a 


Circunferência de equação 
2x2 4+2yº - 3x+2y-25=0 


1 a 
10.83) Determine os valores de k para os quais o ponlo (-2; 5) está no exterior da 


circunferência de equação 
3x) +3y7 +4x-2y+k=0 


10.64) Delermine os valores de k de modo que 0 ponto P(2; 4) esleja no interior da 
circunferência de Equação 


x +yº- 6x-2y+k+1=0 


10.65) Represente no plano caresiano os pontos Pix. y) que satisfazem cada 
condição abaixo: 


a) x]+y'-2%x.3>0 c)xº+y?-2x-3<0 
b) x +yº-2x-3>D d) xº+y"-2x-350 


10.66) Represente no plano cartesiano os pontos Ex; y) tais que 
4x2 .4y? 12x-By-7<0 
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| Posições relativas 
1 1 | de retas e circunferências 


11.1 - INTRODUÇÃO 


O objetivo deste capitulo é fazer o estudo dos principais problemas 


envolvendo retas e circunferências e dos principais problemas envoivendo duas ou 
mais circunferências. 


11.2 - RETA E CIRCUNFERÊNCIA 


Consideremos uma circunferência de centro C(a; b) e raio r, e uma reta s. 
Sendo de, >F a distÂncia entre C e s, devemos destacar três possibilidades: 


1) , 


Neste caso a reta e a circunferência 
não lêm ponto em comum: dizemos que a 
reta e a circunferência são exteriores. 


Fig. 11.1 


2) / 


Agora dizemos que a reta e a 
circunferência são tangentes: ela têm em 


comum apenas um ponto (é o ponto T da 
figura 11.2). 


É importante destacar que, sendo 
To ponto de tangência, a reta s e o seg- 
mento TC são perpendiculares. Fig. 11.2 
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3º) |5cs <f da 


Neste caso a reia e a circunferência 
têm dois pontos em comum. Dizemos que 
elas são secantes. 


Fig. 11.3 


Exercícios Resolvidos 


11.1) Seja a circunferência de equação 

xº+y?-4x-2y-8=0 

Determine a interseção dessa circunferência com cada uma das retas a 
seguir: 

a) x- 5y+168=0 

b) 3x+2y-21=0 

c) x-2y+10=0 


Solução 


a) Para determinarmos a interseção entre a circunferência e a reta, 


resolvemos o sistema formado por suas equações 
[2 +y2-4x-2y-8=0 (1) 
lx-5y+16=0 (11) 
Na equação (Il) vamos isolar uma das variáveis; por exemplo, isolemos X: 
x-5y+16=0<>x=5y-16 dl) 
substituindo em (1), obtemos: 
(5y-16)2+y? -4(5y-16)-2y-8=0 
que simplificada fica: 
y2-7y+12-0 


As raízes desta equação são y' = 3 e y'=4. 
Substituindo em (II): 


para y = 3temos:x=5(3)-168=-1 
paray =4 temos:x=5(4)-16= 4 
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Portanto, os pontos de inter- B 
seção são A(-1;, 3) e B(4; 4). Sendo 
dois os pontos de interseção, a cir- A 
cunferência e a reta são secantes. 


' [x2+y?-4x-2y-8=0 (1) 
[3x+2y-21=0 (11) 


Isolemos a variável na equação (II): 


21- 3x 


Edi (UI) 

Subslituindo em (1): 

E» quod 0-0 
2 2 

simplificando: 


x? -10x+25=0 

Esta equação tem duas raizes reais e iguais: 
X=x'=5 

Substituindo em (II): 


DB) 
2. 


3 


Assim a reta e a circunferência 
se interceptam em um único ponto: A 
A(5; 3). Portanto, a circunferência e a 
reta são tangentes. 


[x +y?-4x-2y-8=0 (1) 


E |x-27y+10=0 (11) 


275 


Isolando x na equação 
(ID):x=2y-10 

Substituinpdo em (1): 
(2y-102 +y? -4(2y-10)-8=0 
Simplificando obtemos: 

5y? -48y+132=0 


Porém, calculando o discrimimante 
desta equação, oblemos A = -336, isto é, 
A < O. Isto significa que a equação não 
possui raizes reais e portanto a reta e 
a circunferência não se interceptam. 
Podemos dizer que elas são exteriores. 


11.2) Verifique se a circunferência x +y?-10x-4y+13= 0: ve; à eta 


8x-6y -3=0 são exteriores, tangentes ou secantes. 
Solução 


1º mado . 
Vamos analisar o sistema formado pelas duas equações. 


xº+yº?-10x-4y+13=0 (1) 
8x-6y-3=0 (11) 


Isolando x na equação (Il), obtemos: 


es 6y+3 
8 
Subslituindo em (Il) 
(Era ds gy? = ro Pres) 4y+13-0 


Simplificando, ficamos com: 
100y2 - 700y +601=0 (II) 


Não iremos resolver essa equação (I!l); vamos apenas calcular 0 seu 
discriminante (A) para sabermos quantas soluções ela tem: 


A = (-700)º — 4(100)(601) = 249600 > O 


Como A>0, concluímos 
que a equação (Ill) tem duas 
raízes reais e distintas, isto é, 
temos dois valores reais e 
distintos para y. Isto significa que 
a reta e a circunferência têm 
dois pontos distintos e em co- 
mum e portanto são secantes. 
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11.3) 


2º modo 


Em primeiro lugar delerminamos o centro C e o raio r da 
circunferência. 


C(5.2)er=4 


Em segioda calculamos a distância do centro C(5; 2) à reta s dada, 
de equação 8x -6y-3=0 


18(5)-6(2)-3] 
V8º +(-6) 


Percebemos que 


des 


25 
10 


E 
2 


des <r 


E porianto a reta e a circunferência são secantes. 


Verifique a posição relativa da circunferência x? +y?-4x-2y-8=0 e da 
reta 3x -2y+9=0. 


Solução 


1º modo 


[sy -ax-2y-8=0 (1) 


[3x-2y+9=0 (11) 
Isolemos y na equação (Il) y = ro 
Substituindo em (1): 

(EEE E pax ação deB=0 


Simplificando: 

x +2x+1=0 (HI) 

O discnminante da equação (Ill) é: 
8=2º-4(1()=0 


Concluímos que a equação 
(HI) tem duas raizes reais e iguais 
Em outras palavras, temos apenas 
um valor para x e, portanto, a 
circunferência e a reta têm em co- 
mum apenas um ponto. Isto quer 
dizer que a reta e a circunferência 
são langentes. 
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11.4) 
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2º modo Baia: 
Determinamos o centro C e o raio r da circunferência: 


C(2;1) e r= 3 
Em seguida calculamos a distância do centro C(2; 1) à reta s dada. 
cuja equação é 3x -2y+9=0: 
iH2)-2A1)+9] 13 As 
Ba =[D=-+——" 8 = A3 
o dao) 3 
Vemos que: 
des =" 


Portanto a reta e a circunferência são tangentes. 


Verifique a posição relativa da circunferência x? +y? +6x+4y-3=0 e da 


reta 3x + 4y -8=0. 


Solução 

1º modo 

[x +y?+6x+4y-3=0 (1) 
[3x+4y-8-=0 (11) 


8-4 
Isolando x na equação (ll): x = 5 / 


Substituindo em (1): 


E pry es ay-3=0 


Simplificando: 

25yº -100y+181=0 (Il) 

O discriminante da equação (JH) é: 
A=(-100) - 4(25)(181)= -8100<0 


Como A<O0O, a equação Ill 
não admite raizes reais e, portanto, 
não há interseção entre a reta e a 
circunferência: elas são exteriores. 


Es 


2º modo 

Obtemos o centro C e raio r da circunferência: 

C(-3,-2)er=4 

Calculamos a distância entre o centro C e a reta s dada, de equação 
3x+4y-8=0: 


5 1%-3)+4(-2)-8| 25 
cs = E=— =— =5 
Ja? + 4? 


Coma 8e,;>r concluímos que a 


reta e a circunferência são 
exteriores. 


11.5) Calcule a distância entre a circunferência de equação 
x 4+y?+6x+4y-3-0 earetas de equação 3x + 4y -8=0. 


Solução 


Determinamos o centro C e o raio r da circunferência: 
C(-3.-2)er=4 


Em sequida calculamos a distância entre C es: 


= 1H-3)+ 4(-2)-8] a 


O) 
E J32 +42 s 


s 


Como 5c,>r, concluímos 


que a reta e a circunferência são 
exteriores 


Ássim, a distância d entre 
elas é: 


d=8,-1=5-4=1 


Observação: Conforme já chegamos a atenção no capítulo 8, se houvesse 


ponto em comum entre a reta e a circunferência, a distância d 
entre elas seria nula. 


11.6) Consideremos a circunferência de equação 
x2+y? -6x-6y+13=0 
earetas de equação 
2x-y+k=0 


Determine os valores de k para os quais a reta e a circunferência são 
secantes. 
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Solução 
1º moda 
Vamos analisar o sistema formado pelas dtas equações: 
fx +yº-6x-6y+13=0 q) 
|2x-y+k =D (TI) 
Isólermos y na equação dl: y = 2x+k 
Substituindo em | 
x +(2x+kP -6x-6/2x+k)+13=0 
Simplificando: 
5x] +[4k- 18x +(k? —-6kK+13)=0 IH) 


Queremos que a rela e a circunferência sejam secantes E, a8sIM, à 
equação Ill deve ter duas raízes reais e distintas. Para que isto ocorra, 0 
discriminante da equação |Il deve ser posilivo (4 > 0). Temos então: 


A =(dk-18) - aisjyk” -Gk+ 13)= —4k- 24k + 69 
Portanto: 

A>0 o dk” -29k + 64 >005kº EK JB<0 
Resolvendo a ultima inequação obtemos 


-B<ak<? 


2º mada 
Deteminamos a centro Ce o raio r da circunferência: 


3 3jer= 45 


Caltulamas em seguida a distancia entre o centro Ce a rela s dada, 
de equação 2x -y+k = 0: 


UAB-I+k] k+3 
Jato 45 


Para que a reta & circunferência sejam adjacentes, devemos ler 


des 


des TF 


isto é: e es 


ou: lk+3l|<5 
Mas: jk+3|c5es -Sck+3<c505-Sek<3 


Portanta: —Bek<? 


zB0 


11.7 Delermine os valbres de k para as quais a rela s de equação 2x y +k= 0 


11.5) 


é largente à circunferência de equação x? +yº - 6x -6y4+13-0. 


Solução 


Ix.y?-6x-5y+13=0 (1) 
|2x-ysk=0 II) 


Isolanda y na equação || e substituindo na equação | (como fizemos 
no problema anterior), obtemos: 


5x] + (dk Bj + (KR? -Bk+13)=0 (MI) 


Para que a reta e a cirunferência sejam targenles, a equação Ill deve 
ter duas raizes e iguais, isto é deve apresentar um único valor para x. Para 
que isto ocorra, devemos impor que o discrimante da equação III seja nulo 
t4=0). Calculando A, obtemos: 


A=-gkê-24k+ 64 
Assim:  A=005-4k -24k +64 =D 
Resolvendo esta equação obtemos k = -&quk=2. 
2º modo 


Delerminamos q cenlro E e raio r da circunferência: (3,3) er = JS. 
Calctulamos em seguida a dislância entre o centro € e a reta 5 dada, 
de equação 2x—-y +k=0: 
k+3] 
4 


Fara que a rela & a circunferência sejam tangentes devemos ler: 


des 


Bra =" 


Resolvendo esla equação obtemos k=-B ou k = 2. 


Consideremos a rela s de equação x-2y+2=50 e a circunferência de 


equação x) 4+yº-8x+2y+12=0 Determine as equações das retas que 
são pardelas a s e tangentes & circunferência dada. 


3 


Solução 


Seja 1 uma das reias 
procuradas. Como t é paralela a 


5, Sua equação pode ser escrita 
na forma: 


x-2y+k=D 
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11.9) 
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Dai, por diante, temos um problema idêntico ao antenor. A 
de impor qua reta x-2y+k=0 seja tangente à circuneiêno 
x? + y2-8x+ 2y+12=0. Podemos resolver esse protiemardemquaçe pa 

ra elas 
dos dois modos indicados, obtendo k = -1 ou k 11. Portanto as ! 


procuradas têm aquelas equações: 
x-2y-1=0 e x-2y-11=0 


Gis E lemas 
Observação: Conforme vimos nos exercicios anteriores, se da 
envolvendo uma reta tangente a uma circunferênci 


ser resolvidos de dois modos: ou discutindo 0 Snbd 
equações ou usando a distância do centro da circunter E 
à reta. Porém, daqui por diante daremos preferência 
método da distância que, em geral, é mais rápido. 


A reta de equação Xx-5y+16=0 intercepta a circunferência de equação 
ad y?-4x- 2y-8=0 nos pontos Ae B Calcule o comprimento da corda 


XxX 

--s. 

AB. 

Solução 
Podemos resolver o sistema B 

formado pelas equações A 
Ísy?-ax-2y-8-0 
lx-5y+16-0 s 

obtendo as interseções A(—1; 3)e 

B(4; 4). 


Em seguida calculamos a 
distância entre A e B obtendo 


dam mi 26 


2º Modo 
dai Sendo M o ponto médio de 


AB, façamos da = 


Determinamos o centro C eo 
raio r da circunferência: 


C(2)er=/13 


Calculamos em Seguida a distância do centro C à reta s dada 
obtendo: 
JB 


des = —— 


2 


Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo MBC temos. 


de +(8c,J =rº 


ou. d? 08 = (V137 
donde: d= o 


Portanto: dg = 2d = 26 
11.10)Represente os pontos que satisfazem as condições: 


x +y?-4x-2y-8<0 


[E as 


a) je b) te 
|x-5y+16>0 |x-5y +16 
Solução 


a) A equação x? +y? -4x-2y-8=0 representa uma circunferência de 
centro C(2; 1) e raio r= 13. A equação x-5y +16-=0 representa uma 
reta cujas interseções com circunferência são os pontos A(-1,3) e 
B(4, 4). Assim, a solução da setença aberta 


x+y!-4x-2y-8<50 
é a região na figura a e a solução da sentença aberta 
x-5y+16>0 
é a região assinalada na figura b. 


Portanto, a resposta ao 
problema é a interseção das re- 
giões das figuras a e b, isto é, a 
região assinalada na figura c. 
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b) Neste caso, a resposta é 
apenas o segmento AB 


11.11) Consideremos a circunferência de equação 
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x2+y2+6x-2y+9=0 
e o ponto A(4; -3). Determinamos a equação da reta que passa po Ene 
tangente à circunferência. 


Solução 
Substituindo as coordenadas do ponto A(4; -3) na expressão 


F=x]+yº+6x-2y+9 


obtemos: F=47+(-3)2+6(4)-2(-3)+9=64>0 


Constatamos então que o 
ponto A é exterior à circunferên- A 
cia e portanto o problema deve 
admitir duas soluções, isto é, há 
duas retas que passam por À e 
são tangentes à circunferência. s 
Seja s uma das retas e vamos 
supor que ela não é vertical, 
assim ela deve ter um coeficiente 
angular m e sua equação pode 


ser escrita: 
Y-ya=m(x—xa) 
ou: y-(-3)=m(x-4) 


ou ainda: mx-y-4m-3=0 (1) 
Em seguida determinamos o centro e o raio da circunferência, que 


C(-3,)er=1 
Vamos agora impor que a dislância de C a s seja igual ao raio: 
des =[ 
isto é: Lt feto ff a! 1 
vm? + (1? 
Resolvendo esta equação, obtemos m = “a ou m= ps 


Substituindo em (|), obtemos as retas procuradas: 
(s,)):5x+12y+16-=0e(s,):3x+4y =0 


11.12)Determine a equação da reta que passa por A(1,11) e é tangente à 
circunferência de equação x? +y? -12x-2y+12=0. 


Solução 


Substituindo as coordenadas de A na A 
expressão F=xº+y?-12x-2y+12 

obtemos F>0 e dai concluímos que 

o ponto o problema tem duas so- s 

luções. Seja s uma das retas pro- 

curadas;, supondo que ela não se- 

ja vertical, deve ter um coeficiente 


angular m e sua equação pode ser 
escrita: 


Y-ya=M(x-xa) 
isto é: y—1i=m(x—1) 
OU: mx-y+11=0 (1) 
O centro e o raio da circunferência são: 
C(8,)er=5 
Devemos ter: 
des =T 
—1+4114-m 
isto é: tnfej= 1 im pR6)= 1410" AZ = | = 
Jm? +(-1) 


-3 
Resolvendo esta equação obtemos m = a 


5 


Repare que no problema anterior obtivemos dois valores para m, 
enquanto neste problema obtivemos apenas um. Isto significa que uma das 


retas procuradas (pois sabemos que o problema deve ter duas soluções é 
vertical. 
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Substituindo o valor m= 5 na equação (1), obtemos a equação da 


reta s: 

(s): 3x+4y-47=0 

A outra reta é vertical e passa 
por A Temos então a reta 1 de 
equação 

x=1 

Em resumo, as respostas ao 
problema são as retas 


(s): 3x+4y-47=0 


11.13) Determine a equação da reta que passa por A(5;3) e é tangente à ci 


cunferência de equação x? +yº -6x-4y+8B=0. 
Solução 


Substituindo as coordenadas de A 
na expressão 
F=x2+y? -6x- 4y+8, obtemos 
F =0. Isto significa que A é ponto da 
circunferência e assim o problema s 
admite apenas uma solução. Seja s 
a reta procurarada, 
O centro e o raio da 
circunferência são: 


C(3;2)er= 5 


O coeficiente angular da reta CÃeé 


.— e 
Como s é perpendicular a CA, o coeficiente angular de s é: 


—s 


m, = =-2 


*m 

Portanto, a equação de s pode ser escrita: 
y-ya=malx—xa) 

isto é: y-3=-2(x-5) 


ou: 2x+y-13=0 
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11.14)Determine a equação da reta que passa por A(2; 3) e é tangente à 
circunferência de equação x? +y? -6x -4y+8-0. 


Solução 


Substituindo as cocrdenadas de A na 
expressão F=x2+yº -6x-4y+8 abtemos 
F<0 Isto significa que o ponto A é interior à 


circunferência e, portanto, o problema não 
tem solução. 


11.15) Determine a equação da circunferência que tem centro C(4;3) e tangencia 
a retas de equação 2x+5y-10=0. 


Solução 
O raio r da circunferência é a 
distância de Cas: 
[2(4)+ 5(3)- 10] 13 
(=ôg =————>—>——— 
2.52 29 
Portanto, a equação da circunferência 
é: 
(x 4Paty-3P =P 
Ea 
ou, desenvolvendo os quadrados simplificando: 
29x? + 29y? -232x—174y+556=0 
11.16)Consideremos o ponto A(6: 9) e a circunferência de equação 
x2+y?4+2x-6y+5= 0. Pelo ponto A passam duas retas que são tangentes 


à circunferência «Nos pontos D e E. Determine os comprimentos dos 
segmentos AD e AE. 


PA 
Solução 


Seja d o comprimento dos seg- 
ss —s de ds q F 
mentos AD e AE (é óbvio que eles têm 
o mesmo comprimento). 


Em primeiro lugar determinamos o 
centro e o raio da circunferência: 


C(-1,3)er= J5 
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Em seguida calculamos a distância entre A e C; 
Sac = 85 
Aplicando à teorema de Pitágoras ao lriângulo retângulo CDA lemos: 
dis tê = (8,c? 
isto é. d+ (452 =(4B57 
donde: d= JRO = 4/5 


11.17) Determine a circunferência que passa pelos pontos A(1:3) e B(6:8) eque é 
langente à reta s de equação 2x- 3y- 6-0. 


Solução 


Seja Cfa;, b) o centro da 
circunferência procurada; vamos 
calcular as disiâncias de € aos 
pontos AeBeáretas: 


doa = la r(b- 3 E——————S 
dce = y(a-- By + tb — By 


«J2a-3b-8] [2a-3b-6] 
2 + (-33º 13 


de 


Devernos ter: 
dica = cg = Des 
De Sea = êca vem: 
(3-1 +(b-32=(a-sP+(b-8P 
que, depois de simplificada fica: 
a=8-b () 
Façamos agora Seg = Sos: 


fa-ey+(b-g) = 122-30-6] 
(a-6)2+(b-8) 3 (ur 


o] 


Substituindo (1) em (11), obtemos: 


A3-nP+(b-ay = 1i2cSb] 


“13 
? 
ou: (bit ap = Ser 
13 
ou ainda: b?-166b+805=0 


“Ba 


Resolvendo esta equação obtemos b = 5 ou b = 161 
Vamos subsituir em (1): 


jparab=5 temos: a=9-5=4 
|parab=161temos: a=9-161=-152 
Portanto o problema admite duas soluções: uma circunferência de 
centro €,(4, 5) e outra de centro C,(-152,161) 
O raio r é dado por: 
[2a-3b-6] 112-5b| 
E E 


jpara b = 5 obtemos: r= 13 


f=bcs = 


[pars b=1610btemos: r= toa = 61/13 


Portanto, uma das circunferências 
tem equação 
(x-4P + (y-52 =(4137 


E a outra circunferência tem equação 


a 


(x+152) +(y- 161? = (61/13) 


Ss 


11.18) Determine a equação da circunferência que passa pelo ponto A(2:5) e que 
é tangente às retas set 


(s): 2x-y+6=0 
(): x-2y=0 


Solução s 


Seja C(a; b) o centro da A 
circunferência procurada; vamos 
calcular as distâncias de C ao 
ponto Ae às retasset 


e 
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Devemos ler: dc, = dc = Sea 
De do, = dq temas. 


[7a b+6| |a-2b| 


a 
isto é: 
2a-b+6=a-Zbou2Za-b+46=-[a-2b)] 
IP =-b-5() 
donde tiramos: OU 
la =b-2 (ll) 


Façamos agora dp, = dça. 


El = fia -2a (0-5)? qm 


Temos agora dois sistemas para resolver: 


| equação | 
1º Sislema - e 
eaiiscda HI 


I equação il 
2º Sistema « e 
sqiação JH] 


Resolução do 1º sislema 
Substituindo (|) em (H), obtemos: 


LS Abs (pb -57 
us 


2 
ou: al (-b-BP+(b-5 
ou ainda: b?-6b+409=0 
Esta equação tem discriminante A tal que: 
A=[(-6 —-4(409)=-1600<0 
Portanto, a equação não tem solução real e, como consequência, o 1º 


sistema não tem solução real, 


Resolução de 2º sistema 
Subslituindo (ll) em (ll), obtemos: 


|-b-2] E ati 2 
ag = db 4a (6-5 

a 
ou: = =(b-sPs(o-5P 
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ou ainda: 9b?-94h+201=0 
7 
Resolvendo esta equação obtemos b=3 oub= - 
Substituindo em (ll): 
parab=3vem: a=3-2=1 
ai Cemê a=—-2=-— 
9 9 
Portanto o nosso problema tem duas soluções: uma circunferência de 
49.67, 
9' 9º 
O raio das circunferências pode ser obtido, por exemplo, calculando 


centro €,(1:3) e outra de centro Cí 


der 
a qja-20) |-b-2] 
da J5 
B=b=5 


para b = 3 obtemos r RA = 5 
vo 


67 8 
ara B= — oblemosr = —- 
ú 9 945 
Portanto, uma das circunferências tem equação 
(xP a(y-3P = (45) 


e a outra equação 


49.» Go ,.86 
1 — —— é — —D— pd 
1X q) +(y 9) 5 é 


É conveniente observar que a reta u que passa por C,eC, é uma 
das bissetrizes dos ângulos pelas retas s e t. 
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11.19) Consideremos as seguintes retas: 
(s): 2x-y+7=0 
(D): x-2y+2=0 
(w): x-5y+23=0 
Determine a equação da circunferência que tem centro na reta w e é 
tangente às retas set. 


Solução 


Sejam u e v as retas bissetrizes dos ângulos formados por set A 
circunferência tangente às retas s e t deve ter se centro em uma das 
bissetrizes. Por outro lado o centro da circunferência deve estar também na 
reta w. Concluimos então que o centro deve estar na interseção de w com 
uma das bissetrizes Dependendo das posições das retas. o problema pode 
admitir até duas soluções: uma circunferência de centro C: e uma de cento 


Ca (figura b).. 


Fig. a Fig. b 
Procuramos então as equações das bissetrizes obtendo: 


(U): x-y+3=0 e (v): x+y+5=0 


Procuramos em seguida a interseção C, de w com v a interseção C; 
de w com u obtendo: 


C(-8:3) e C(2:5) 


Sejam rm e r>; OS raios das circunferências de centros C, e CG, 
respectivamente. Para calcularmos esses raios, determinamos a distância 
de cada centro à reta s ou à reta t. Vamos usar a reta s cuja equação é 


2x-y+7=0: 
Ee 12(-8)-(3)+7]. 12 
a oe, 


cuêo. 122)-5+7] 6 
= aa 5 


Portanto, as circunferências procuradas têm equações: 
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ra Paty IP = 2y 
5 
e 


6 
-2y A LR . 
(x-2) +(y-5) g! 


Exercicios Propostos 


11.20) Determine os pontos onde a reta s e a circunferência À se inlerceptam, em 
cada caso à seguir: 


lts: dx-y-4=0 


a) 
lt). x2+y7-124x42y+12=0 


fts): 8x-y+1=0 


b) 
(à): x +y248x-4y+3=0 


ftsy: 2x-Sy=0 


E (4) 2 +yº-14x+6y+33=0 


11.21)Determine os pontos de interseção da reta de equação x-dy+3=0 coma 
circunferência de centro C(-1,9) eraio r = 85. 


11.22) Determine os ponlos onde a circunferência de centro C(3;7) e raio = J53 
corta q eixo Ox. 


11,23) Delermine os ponlos onde a bissetriz dos quadrantes impares intercepla a 
Bitcunferência de centro C(9,-8) eraior= 18. 


11 24) Calcule o comprimento da corda delerminada na circunferência de equação 
x +y'+2x-4=0 pela reta de equação 3x+y-2=0. 


11.25)Da a equação da reta que é paralela à reta 
(5) 3x-47-11=0 
e que corta a circunterência 
x +yº -2x+4y-20=0 
segundo uma corda de comprimento 6. 


11.26)A circunferência x? +y? -4x-2y+a=0 tem o eixo Ox uma corda de 
comprimento 2. Delermine 6 valor de a. 
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11.27) Verifique a posição de cada reta a seguir, em relação à arcunlerência de 
equação 


x +y2+8x- 2y+12=0 
a) x-2y+11=0 c) 4x+9y+9=0 
bl Zx-y+3=0 
11.28) Calcule a distância entre a circunferência de equação x) +y?+8x-2y+12=0 € 
cada uma das relas a seguir 
a) x-2y+11=0 Cc) 4x +3y +9=D 
bj 2x-y+3=0 


11.29) Resolva graficamente os seguintes sistemas: 


fã 2-0 x+ 2y-2>0 

Re Sri id c) jx+2y-4<0 

ii lx +yº -6x+5<0 

x-y+41>0 “x 47] -6x+5=0 
b) aa E pu 

(x) +(y-1)-220 x-y-220 


11.30)Forme um sistema de sentenças abertas para representar cada uma das 
regiões assinaladas nas liguras a seguir: 


E bj Negra 
Eis EA 
Fai e DE in E E 
á 3 Pd - ' Pá d N 
o died E PA 44 fo à 4% x 
N 0 1 x ia | 14 
; é “A. >. 
pe - A its Luasid 3) 
|-1 


11.31) Consideremos a circunferência de equação 2x? + 2yº 8x +6y+12=0D 20 
ponta A(1, - 3). Pelo ponta A passa uma rela que é tangente à circunferência 
no ponto B Calcule à comprimento do segmento AB. 


W.32) Dada a circunferência de equação 


x +y?-8x+2y-12=0 
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ea rela de equação 5x -2y+k = 0, determine os valores de k de modo que 
afeta e a circunferência: 


ajSejam langentes c£)] Sejam externas 
bjSejam secantes dj Tenham inleseção não - vazia 


11.33)Consideremos uma rela s de equação x+2y+7=Q & a circunferência de 
Equação. 


X+y -Bx-12y+47=0 


Delermine as equações das retas que são perpendiculares a 5 e tangentes à 
circunferência. 

1H S4]Determine a equação da reta que passa por A(T-2) e é tangente à cir- 
cunferência de equação x +yº -Bx-dgy = 0. 


11.35) Delermine a equação da rela que passa por A(3;-2) e & tangente à cir- 
cunferência de equação x) +y? +2x-8y-35=0. 


11.36) Determine o raio da circunferência que tem centro C(-2:1) e tangencia à 
reta de equação. 


11.37)Dê a equação da circunferência que passa pelo penta A(-1,6) e tangencia 
O Eixo das ordenadas no ponto R(0;3). 


11.38) Dê a valor de k para q qual a circunferência de equação x) +y? -6x—-5y+c=0 
tangencia os dois eixos coordenadas. 


11.38] Uma Grcunferência tem centro no eixo das ordenadas e tangencia a reta de 
equação x-3y+4=0. Dé a equação dessa circunferência, «sabendo que 
ela passa pelo ponto AÇã; 10). 


11.40] CE a equação da rela que passa por A(-2, 8) e é tangente à circunferência 
de equação x) +yº -6Bx+4y-12=0. 


11.41) Delermine a equação da rela que passa por A(-7,-6) e é tangente 
circunferência de equação x2 + y? -6x+ 2y-15=0. 


[er 


11.42] Determine a equação da reta qua passa por A(1.3) e B(4,2) e que é 
tangente à reta de equação 2x-y+2=0. 


11.43)Determine a equação da circunferência que passa pelo ponto A(I,3) e é 
langente às retas de equações: 3x-y+2=0 e x-3y=0. 
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11.44) Consideremos as retas: 
(t): 3x-y+5=0 


(s)' x-3y-1=0 
O): 2x-y=0 


Determine as equações das circunferências que tém centro nã rela w € são 
tangentes às retas tes. 


11.3 — DUAS CIRCUNFERÊNCIAS 


ã E sã a Ent l B 
Consideremos duas circunferências distintas de centros Cie Cz e raios hi 


; : etâmai istâ ente 
12 respectivamente. Sendo dec, a distância entre os centros e d a distância 


as circunferências, vamos analisar cinco possibilidades: 


1º) Em > n+r| ao: 


Neste caso dizemos que as cir- 
cunferências são exteriores e temos: 


|d = ce, -(n+6)) Fig. 11.4 


2º) ES = K + a 


As circunferências são tangen- 
tes externamente e temos: 


(9 =0] 


Fig. 11.5 


É importante destacar que, neste caso, o ponto de tangência (ponto A da 
igura 11.5) pertence ao segmento de rela que liga os centros. 
3º) dec, Ih-r| 


As circunferências são tangen- 
tes interiormente e temos: 


jd=0) 


É 


É óbvio que podemos escrever 


dee, =Ih-I2|0U8ce, = -h| 


Fig. 11.6 
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Devemos observar mais uma vez que o ponto de tangência (ponto A na 
figura 11.6) pertence à reta que passa por Cie C>. 


4º) | f-l<dce, <h +h) 


As circunferências são secantes 


e lemos: 


Sendo A e B os pontos de 
interseção, vale a pena observar que a 
reta C,Ca é mediatriz do segmento AB. 


A circunferência de menor raio é 
interior à outra. Neste caso temos: 


ô=n-h|-dee, 


Como caso particular desta pos- 
sbildade, temos as circunferências 
concêntricas (figura 11.9), quando te- 
mos: 


[SE d=|n-—r, ] 


Exercícios Resolvidos 


A 
B 


Fig. 11.7 


Fig. 118 


Fig. 11.9 


11.45)Consideremos as circunferências 2), e Az de equações: 


QD): x24y?-8x-14y+29=0 
(As): x +y2-10x-14y+70=0 


Determine a posição relativa das circunferências e calcule a distância d 


entre elas. 


Solução 


Em primeiro lugar determinamos o centro e o raio de cada 


ciruncunferência: 
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; [C(4:7) à [CSM 
“=6 2|h=2 
Em seguida calculamos a distância entre os centros: 


dec, =1 
Como |r,-r, |-|6-2|- 4, temos: 
dec, <Ih-—rl 


e assim concluímos que a circunferência 
de menor raio (A,) é interior à outra. 


Temos ainda: 


dajr-r| dec; =4-1=3 


11.46) Consideremos as circunferências À, € Az: 
(A): (x-1)º +(y-3P = 25 
(A): (X-13P+(y- 122 = 


Detemine r> de modo que as circunferências sejam tangentes: 


a) externamente; 
b) internamente. 


Solução 
C (1,3) [C.(13;12) 
) 1] 1 As» j 2 
hn = tro =? 


Calculamaos a distância entre os centros, obtendo: 
dec, = 15 
Para que as circunferências sejam tangentes externamente, devemos 


ter: 

dec, o E + 5 
ou: 15=5+n, 
isto é: r =10 


b) Para que as circunferências sejam tangentes internamente, impomos: 
f 
ou: 15=)5-n,| 


Mas: 
[5-n,-1555-5,=150u5-r,=-15e>r,=-100ur =20 


A possibilidade r,=-10 não serve (pois o raio deve ser positivo). 
Assim ficamos com r, = 20. 


11.47) Delermine os pontos de interseção das circunferências cujas equações são: 
x +y'-4x-6y+3=0ex2+y?-14x-16y+93=0 
Solução 
Vamos resolver a sistema formado pelas duas equações: 
[x2+4y? -4x-6y+3=0 (t) 
|2+y2-14x-16y+93=0 (11) 
Subtraindo membra a membro estas equações, obtemos: 


10x +10y- 90 = O (11) 

Na equação (Ill) isolamos uma das variáveis Vamos, por exemplo, 
solar x: 

x=9-y (IV) 

Em seguida, substituimos a incógnita isolada na equação (|) ou na 
equação (II). 

Vamos substituir em (1): 

(9-y2+y?-4(9-y)-6y+3=0 

As raizes desta equação são: y'=4e y"=6. 

Substituindo em (IV): 

fparay=4temos:x=9-4=5 

lpara y=6temos:x=9-6=3 
Portanto os pontos de interseção são (5; 4) e (3; 6). 

11.48) Consideremos as circunferências A1e Az: 

(A): xº+y?-4x-6y+3=0 

(A):  x2+y?-14x-16y+93=0 
Sejam Ae Bos pontos onde as circunferências se interceptam. Determine o 
comprimento da segmento AB. 
Solução 
1º modo 

As circunferências da- 
das são as mesmas do exerci- 
cio anterior. Podemos então de- 
terminar os pontos de interseção 
que são: A(5,4)e B(3.6). 

Em seguida calculamos a 
distância entre A e B: 


dan = VB = 242 
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2º modo 
Podemos calcular 5,, sem determinarmos as interseções. 


Obtemos em primeiro lugar o centro e o raio de cada circunferência: 


[CAZ; 3) 
id E = 10 
: Ea 8) 
“le = 0 


Calculamos em seguida a 
distância entre os centros: 


No triângulo AC,C, temos: 
fnê a (Mor -k2 
|n? = (209º -(V50 -k)? 
Assim: 
(MO) —k2? = (DD) -(V5O kJ 
Resolvendo esta equação obtemos: k = 2, então obtemos.k = 242 
Portanto: 
h2 =(/10P -k? =10-(2/272 =10-8=2 
donde: h=v2 
Concluimos, então: 
5ap = 2h = 242 


11.49) Consideremos a circunferência 
(A): x +y?-4x+2y-20=0 
Determine a equação da circunferência de raio 10 que é tangente a 2. no 
ponto Af5; —- 5). 


d4 
Solução 
Seja A, a circunferência A 

procurada. 

Ee df 
PO fá a 

(Ca; b) 
e lc =10 
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Delerminamos a equação da reta t que passa por Ce A: 
4x+3y-5=0 (1) 


O ponto C; pertence a t portanto suas coordenadas podem ser 
substituidas em (l): 


da+3b-5=0 (II) 
Por outro lado devemos ter: 
SC a = 
ou. (a-5) +(b+ 5) = 10? ID) 
Resolvendo o sistema formado pelas equações (Il) e (III), obtemos: 
a=-eb=-3 
ou: a-= 13 eb=-7 
2 


7 
Portanto, a circunferência procurada pode ter centro Cs: —3) ou 


13 
Cit - 7). 
Suas equações são: 
(e SP (y+3p = 10 e (x Pa (y+ 7P = 10? 


Um dos casos corresponde à tangência externa e o outro à tangência 
interna. 


11.50) Dada a circunferência À de equação 
2 +y?-2x-By+8=0 
determine a equação da circunferência À; de centro C (5.7) e tangente a À 
Solução 


O problema deve admitr duas soluções: uma para a tangência 
externa e outra para a tangência interna. Temos então: 


letra) | 6487) 


lr=3 In =? 
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Calculando a distância entre os centros obtemos: 
dec, =5 


Para a tangência externa temos: 
dec, = + 


ou; 5=3+1, 
donde: n=2 
Para a tangência interna temos: 
Sec, =|] 


ou: 5=|3-n| 
Resolvendo esta ultima equação obtemos: 
1=8 ou n=-2 
Obviamente a possibilidade rn = 2 não serve. Assim temos dias 
possibilidades: rm = 2 our, = 8 Portanto, as circunferências procuradas têm 
equações: 


(x-52+(y-72=22e(x-5P+(y-72 =8º 


Exercícios Propostos 


11.51) Para cada par de circunferências abaixo, verifique a posição relativa e a 
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distância d entre elas. 

a) x2+y?+4x+2y-20-0ex2+y2-14x-8y+52=0 
b) xX+y?+4x+2y-4=0ex)+y2-12y-10y+12=0 
c) x?+y?-2y-4y-75=0x2+y?-14x-10y+69-0 
d) xX2+y?-8x-2y+4=0ex2+yº-20x-6y+84=0 
e) x +yº-8x-4y+15-0exº+y?-16x-8y-1=0 

f) x +y)+2x+4y-4=0ex2+y2+2x+4y-20=0 


- 


11.52] Consideremos as circunferências de equações: 
(x-2P+(y-3P=9 e (x-6P+(y-6)2 ="? 
Determine r de modo que as circunferências Sejam: 
à] langentes exteriormente; 
bj langentes interiormente; 
Cc) secantes: 
d) extericres. 
11.53) Dadas as circunferências de equações 
x +y-Dx-4y-21=0 e xº+y” -20x-25y+99=0 
sejam Ae Bos pontos onde elas se interceptam 


a) Obtenha os pontos Ae B 
b) Calcula o comprimento do segmento AB 


11.54)Resolva graficamente os seguintes sistemas: 
x +y -2x-4y-21<0 


a) 
W +yº -20x-18y+09<0 


[2 +y+2x-4y-1150 


b) z Fa 
|x +y -1Ox-4y+25<0 


[x]4+yº -6x-4y-3<0 
|x24y?-Bx-49+9>0 


11.55]Forme sistemas de sentenças abertas que representem as regiões as- 
Sinaladas nas figuras: 


11.55) Represente no plano cartesiano os pontos [x,y] lais que: 
a ryospa(x ay -6x-By+ 13) =0 
bd) qêeyi sp +y?-6x-64+13)= O 
11,57) Seja a circunferência À de equação 
W+y -2x-6y+5=0 
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Determine as equações das circunferências de raio circunfesências de 130 
345 que são langentes a À no ponto (3; 4). 


11.58) Dada a circunferência À de equação 
x +yº+6x+dy-3=0D 
determine as equações das circunferências de centro (5,4) e que são 
tangentes a A. 
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Exercicios Suplementares 


M1) Determina os valores de k para os quais o ponto P(k;,2&%) penence à 


14.2) 


3) 


Pd) 


0.5) 


IV 6) 


4.7) 


14.8) 


4.9) 


circunferência de centro C(11,-3) e raio iguala To. 

Calgule a área do triângulo cujos vértices são os centros das circunferências 
de equações: 

x,y, Bx=0.22+2y)-4x-12y-3-0 e xX2+y?+4x-104+4=0. 


Dê a equação da circunterência inscrita no triângulo formado pelos eixos 
coordenados e a reta de equação 3x + dy -6B=0. 


Delermine os pontos onde a circunferência de diâmelro AR corta os eixos 
canrdenados, sendo A(2- 3; J3-We BiZ+ 3; V34 1. 


Determine os ponlos onde a reta de equação x+2y-3=0 intercepta a 
circunferência de centro C(-19) e raia JEs. 


Calcule q comprimento de corda determinada pela bissetriz dos quadrantes 
pares na circunferência de equação xº +yº -8x+6=0. 


Os pontos A(5;-3). B(3,0) e C(4,0)são vértices de um triângulo. Com 
centro no baricentra desse triângulo conslruimos uma circunferência que 
passa por À. Determine as interseções dessa circunferênia com a reta BC. 


Determine o raio da circunferência de centro na origem e que tangencia a 
rela de equação 5x +13y-125=0. 


Determine as equações das retas que passam pelo ponlo P(-1,1) e 
4/85 


tangenciam a circunferência de centro C10/3) eraio r= 17 


4.10) Dê as equações das retas que tangenciam a circunferência de equação 


Cey?-2Dx-2y-11=0 
e são paralelas à rela de equação 3x—-2y+1=0. 


W.11) Calcule os raios das circunferências que têm centros no eixo das ordenadas 


2 langenciam as retas de equações 


x+?y+3=De5x-5y-9=0. 
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Capitulo f2- Parábola 

Capitulo 13 — Elipse 

Capitulo 14 — Hipérbole 

Capitulo 15 - Cônicas 

Capitulo 16 — Lugares Geométricos 


Capitulo 


1 2 Parábola 


* 
ca 


12.1 - DEFINIÇÃO 


Consideremos em um plano a uma reta d e um ponto F não pertencente a d. 


O conjunta de todos os pontos de q que são equidistantes de F e d recebe o 
nome de parábala. 


O) 
A / 
B 
e F 
- V 
A V B' d NA d 


Fig. 12.1 Fig. 12.2 
Na figura 12.1 consideremos os pontos A, Ve B pertencentes à parábola; 


temos. 
das = Bar. Oyy: = Ôyr: Dem: = der 


O ponto F é chamado faca e a reta d é chamada diretriz da parábola. 


A reta o que passa por F e é perpendicular a d e é chamada eixo da 
parábola (ver figura 12.2). 


O ponto V da parábola que está sobre o eixo recebe o nome de vétice da 
parabola. 


Devemos destacar que é parábola é simétrica em relação ao eixo o. 


Observação: Há aulores que chamam a distância entre F e d de parâmetro da 
parábola. 


Exercícios Resolvidos 


12.1) Considere no plano cartesiano uma parábola cujo foco é o ponto F(3;,2) e 
cuja diretriz é a reta de equação x+2y -4=0. 
a) Dê a reta da parábola. 
b) Dê a equação do eixo o. 
c) Determine as coordenadas do vértice V. 
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Solução 


se: 
/5 
e 

E 


epotecrasea] E--ruman- ai 


aj F(3;2) 
(djix+2y—-4=0 


Seja Pix; v) um ponto 
qualquer da parábola. Temos: 


o Ix+2y-4] |x+2y-—4 


8 Edo SS DR = 
” VP? +22 45 f 


dep = Mx-3P+(y—-2Y - dx +yi 6x-4y+13 


Pela definição de parábala devemos ler 


Dpa = dpr 
ou: rat. ju2+y? 6x ay+ 1a 
2 
ou ainda: Er. qtey? - 6x —44+13 


pós as simplificações, chagamos a! 
dx + yº -4xy—-22x- 4y+49=0 
que é a equação da parábola. 
b)] A reta d tem equação x+2y 4=0, Como o eixo « é perpendicular a d, 
sua equação pode ser escrita: 
ex -y+k=0 
Como F(3; 2) pertence ae, podemos escrever: 


2(3)-2+k=0 


dande: k=-4 


Portanto a equação do eixo w é: 
2x y—s = (] 


ce) O vérice V poderia ser obtida determinando-se a inlerseção da parábola 
com o eixo , através da resolução do sistema: 
4xº py? dxy- 22x -dy+49=0 
AX = W — 4-0 


Porém, é mais prático delerminarmos primeiramente a interseção à 


entra as retas d é q E em segu'da usarmos o fato de que Vê o ponto médio 
do segmento FÃ (veja figura a), 


Assim, resolvendo q sistema x+2y-4=0 
Zx-y-4=0D 
e - ' I REM 4 
obtemas Alo em segu'da delerminamos q ponto médio FA que é 
ALA 
1D' 5º 


A figura b nos permite visualizar a posição da parábola no plano Oxy 


Vi 


2 4. x 


10 
Fig. b 


12.2) Determine a equação da parábola de foco FíZ,1) e cuja diretriz é a rela d de 
equação x-4=0. 


Solução 
F(2, 1) 
td:x-4=0 


senda Pix. y) um ponto 
qualquer da parábola, termos: 


dogs |x- 4 


dor = AX = 2 +ty— 1 


resnaree]-= 


Pela definição de parábola: 
dea = Dpr 
ou: |x-4 dix- 28 +(y—1P 
ou ainda: (x-4fP=(x-2)] +(y- 9 
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Desenvolvendo os quadrados e fazendo as simplificações. obtemas 
y?+4x—-2y-11=0 
que é a equação da parábola. Pela pasição do foco da direlriz é fácil concta 


que o vérlice é o ponlo V(3:1) e a eixo é a reta « de equação y-1=0 


Exercicios Propostos 


12.3) Dé a equação da parábola de foco F e diretriz d em cada casa abaixo: 


tF(-2 =") " ÍF(3:0) 
ltdj:3x- 4y+12=0 [():x+3=0 

by [Ft 2) , JFt2:8) 

— Mdj:3x-y+1=0 lto):y-5-0 

q ÍH6:s y (RO 
|td)j:x+2=0 9º tg):3y-16=0 
[ 7 

o JSD) » ros 
|ta):x-3=0 0):3y+7=0 

12.4) Consideremos a parábela de foco Ft-2:6) e diretriz da equação 


2x -Sy +20=0. 


a) De a equação da parábola. 
b) Dé a equação do eixo da parâbola. 
c) Dé as coordenadas do vériice da parábola. 


12.5) Dada uma parábola de foco F(4;6) e vértice V(-1,2). 


a] a equação da parábola. 
bj) a equação do eixo da parábola 
c) as coordenadas do vérlice da parábola. 


12.6) Uma parábola lem foco F(4;6)e vértice Vt-1,2). 
a) Dé a equação de eixo da parábola. 
bj) Dê a equação da direlrz da parábola, 
12.7) Uma parábola tem vértice (2/1) e diretriz de equação 3x - 4y + 12 = O. Delemmne 


a) A equação do eixo da parábola. 
bj) as cocrdenadas da fico, 


17.2—- ALGUMAS CONSIDERAÇÕES 


Nos exercicios anteriores obtivemos as equações de paráhnlas em que às 
dwrelrizes eram velas quaisquer. Porém, daqui por dianle, conceniramos nossa 
atenção nos casos em que a diretriz é horizontal ou vertical; É o caso, po 


exemplo, das figuras 12.32 12.6 
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Fig. 12.5 Fig. 12.6 
Diremos ainda que: 
1º) na figura 1.3 a concavidade da parábola está voltada para cima. 
2º) na figura 12.4 a concavidade da parábola está volttada para baixo. 
3º) na figura 12.5 a concavidade da parábola está voltada para a direita. 


4º) na figura 12.6 a concavidade da parábola estã voltada para a es- 
querda. 


Nos intens seguintes passa- 
remos a representar a distân- 
cia entre o foco Fe o vértice V 
por p: 


O aa 


dry =P 
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12.3 — DIRETRIZ HORIZONTAL E VÉRTICE NA ORIGEM 


Vamos considerar uma parábola de diretriz d horizontal 
origem do sistema de coordenadas. Nestas condições podemos ler um caso coma 


——— 


e vériice V na 


o da figura 12.8 ou um como o da figura 12.9, onde 5 =P 


Fig 12.9 


Fig 12.8 ea 
Vamos mostrar que qualquer uma dessas parábolas pode ser represen a 


pela equação 
y = ax?| (12.1) 


nnde a é um número real não-nulo, e tal que: 
a > O <> concavidade para cima 


a < O «> concavidade para baixo 


pis eia te 
4/a| 4p 


Demonstração 
re caso] [Concavidade para cima] 
Na figura 12.8, seja P(x; y) um ponto qualquer da parábola. Temos: 


[Spa =| y+P| 


l5pr = x-02+(y-p) = xX2+y?-2py +p? 


Pela definição de parábola: 
Assim: 


dpa = pr ly+pl=Vx+y?-2py+p? o 
o (y+p=x2+y?-2py+p? 
o y?+2py+p'=x2+y?-2py+p? o 


ospy=x] es 


1 2 
SOy=— x 
4p 
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Fazendo = =a, a equação da parábola fica: 
p 


y = ax? 
Como p>0, concluímos que a >0 


1 E 
Par outra lado, de Es =a tiramos: 
p 


e and et] 
aa Ga] 
Exemplos é 
a) Consideremos a parábola da 
figura ao lado, onde p=5. 
A equação dessa parábola 
deve ser 
5S1F 
y = ax? 
onde =clog Be x 
45) 20 (o Re RR RS E 
-5 


Como a concavidade estã voltada para cima, devemos ter a>0 e portanto 


as 5% Assim a equação da parábola é 


1 


= mise? 
20 
b) Para a parábola da figura lado yt 
temos p = 7 Sua equação 
deve ser 
2h dd 
y=ax ar caniias a 
onde E n= 5 
4(7) 28 
x 
7YF 


Como a concavidade está voltada para baixo, devemos tera < 0 e portanto 


a= -— Assim, a equação da praábola é 
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12.4 — 


c) Consideremos um parábola de equação y = 12x? e vamos delerminar as 
coordenadas do foco e a equação da diretriz A equação dada lem forma 


y = ax? 


onde a=12>0. 

Dai concluímos que deve ser 
uma parábola de vértice na ofi- 
gem, diretriz horizontal e conca- 
vidade para cima com 


SR RD 
P4lal a(12) 48 


1 
Portanto o foco é Riba a 


diretriz d tem equação 
Ee 
da 


ou 48y+1=0 
d) Seja a parábola de equação y = —4x?. Esta equação tem a forma 


y = ax? 


onde a=-4< 0. Dai concluímos 
que é uma parábola de vértice na 
origem, diretriz horizontal e con- 
cavidade para baixo com 


Assim, o foco é o ponto F(O: 16) e 


; d + 1 
a diretriz tem equação y = 16' ou 


16y-1=0 


DIRETRIZ VERTICAL E VÉRTICE NA ORIGEM 


Seja uma parábola de diretriz d vertical V na origem do sistema de 


coordenadas. Podemos ter um caso como o da figura 12.10 ou como o da figura 


12.117. 
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Q 


F(p; 0) 
(d):x+p=0) 


Fig. 12.10 


Fig. 12.11 

Para obtermos a equação dessa parábola podemos seguir o mesmo 
precedimento do item anterior. Porém, é mais prático aproveitar os resultados 
daquele ilem, simplesmente permutando-se as variáveis x e y. 


Assim, podemos estabelecer que uma parábola desse tipo pode ser 
representada pela equação 


x=ay?|(12.2) 


onde a é um número real não-nulo ta! que: 


a > O «> concavidade para a direita 
a < O <> concavidade para a esquerda 
1 
= ap 


Exemplos 


a) A parábola da figura ao lado d 
tem vértice na origem e diretriz 
d vertical, com p = 9. Portanto, 
ela pode ser representada pe- 
la equação 


x=ay? 


Eira ip 
q E o 


4(9) 36 


Como a concavidade está para a direita, devemos ter a<0 e portanto 


1 
a= % A equação dessa parábola é então 


are 
"36 
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b) 


o 


A parábola da figura ao lado 
tem vértice na origem a diretriz 


É 5 
vertical, com pese Portanto, 


CAS carunans ferra 


pode ser representada pela e- 


' 


quação : 
x = ay” is X 
E: 
1 H 
tal que fale De =É : 
P a a ; 


Como a concavidade estã para a esquerda devemos ler a< 0 e ponariá 


a=—. 


e) 


d) 


Assim, a equação da parábola é 


Xx= e 
5 


q : Ê 
Seja uma parábola ds equação x= Er e vamos determinar às 0 


ordenadas do foco e a equação da diretriz. A equação lem a forma 


x= ay 


onde a=- E > 0, Portanto, 


concluímos que é uma pa- 
rabola de vériice na on- 
gem, diretriz vertical e com- 


rezam 
cinamigasras rosca ntanma-unnasos 


cavidade para a direita, com 
p= L ps dita, = E x 
aja] 4(*) 16 
5 
Assim, à foco é o ponto 
= ; 
Fa 0) é 


ea diretriz é a reta de equação x = = ou tôx+5=0. 


Consideremos uma parábola de equação x = E yº. Esla equação tem a 


forma 
x = ay? 


7 ; 
com a= Sa < O. Dai conciuiíimos 


que é uma parábola de vértice 
na origem, diretriz vertical e 
concavidade para a esquerda, 
tal que 


Assim o foco é o ponto 
-5. Pet o 5 
F(—:0) ea diretriz é a reta de equação x= — ou 8x-5=0. 
28 28 
Exercicio Resolvido 


12.8) Para cada uma das parábolas cujas equações são dadas a seguir, 
determine as coordenadas do foco e a equação da diretriz. 


a) 6x2+3y=0 b) 15x+8yº =0 
Solução 
a) Aqui temos: 
6x +3y=005y=-2x? 
Portanto, nossa parábola tem equações da forma 
y = ax? 

com a=-2<0. Dai concluímos 
que se trata de parábola com 
vérice na origem, diretriz hori- 


zontal e concavidade para baixo, 
onde: 


——— —— 


- a 1 
Assim, o foco é o ponto F(O; o) e a diretriz é a reta d de equação y = 8 


b) Neste caso temos: 


Porianto, a parábola tem equação da forma 
x = ay? 
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& io 
onde a “so Dai concluímos que é uma parábola de vérica na 


origem, diretriz vertical e concavidade para a esquerda, cam 
1 
P - = i — is 
4lal a 8 ) 32 
is 


Portanto q foco é Fr Dj & 


a diretriz à reta de equação 


1] 
+ 
- 
- 
" 
ú 
. 
" 
" 
r 
' 
] 
“ 
“ 
. 
" 
" 
r 
4 
t 
I 
é 
” 
O 
E 
k 
F 
é 
n 
é 
n 
s 
R 
r 
) 
ú 
O 
F 


Exercicios Propostos 


12.9) D& as equações das parábolas desenhadas a seguir, sendo F o faco. 


a) b) 


i2.10) Determine o foco F e a equação da diretriz d para cada parábola cuja 
equação & dada a seguir: 
a) 2x] -5y=0 ec) 8x +97) =0 
bj) 3x2+4y=0 d) 5x-By? = 0 
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12 11)Uma parábola cuja equação é y? +kx=0, passa pelo ponto (-54; 9) 


Determine: 
a) o valor de k 
h) as coordenadas do foco 


12 12)Uma parábola tem vértice na origem e diretriz de equação y +15 =0. Dê: 


a) as coordenadas do foco 
b) a equação da parábola 


12.13)Obtenha os pontos de interseção da reta de equação y=2x+4 com a 


parábola de equação y = 2x?. 
12. 14)Obtenha os pontos de interseção da circunferência de equação x2+y?=10 
com a parábola de vértice na origem, cujo foco é F(O; >. 


125- EQUAÇÃO DA PARÁBOLA DE DIRETRIZ HORIZONTAL 


Vamos agora considerar o caso em que a parábola tem diretriz horizontal e 
vérlice Víx,. yy) numa posição qualquer 


Fig. 12.12 Fig. 12.13 
Sendo p a distância entre o foco e o vértice, vamos mostrar que uma 
parábola desse tipo pode ser representada pela equação 


p= au +bx+e] (12.3) 


onde a, be c são números reais, com a = O e tais que: 


a > 0 «> concavidade para cima 
a < 0 <> concavidade para baixo 
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sendo la =b? — 4a€] 


Demonstração 


Vamos considerar um sistema de coordenadas x'Vy' com origem V e tal que 
Vx'º tenha o mesmo sentido de Ox e Vy' tenha o mesmo sentido de Oy. 


ER 
Fig. 12.14 Fig. 12.15 


Conforme vimos no item 12.3, em relação ao sistema x'Vy' a equação da 
parábola é 


y' = ax? (1) 
onde: 
ta > 0 «> concavidade para cima 
'a < O «> concavidade para baixo 
Ee tl 
PC ajal 
Usando as fórmulas de translação de eixos, vistas no capítulo 7, temos: 
X'=x-xy, € y'=y-yy 
Substituindo em (|), obtemos: 
Y—Yyyv= a(x— x,)? 
ou: y-yy=a(x?-2x,x+x2) 
ouainda: y=ax?-(2ax,)x+(ax2 +yy) (1) 
Fazendo 
[| =2ax,=b 


e 
tax, +yy=c 


A equação (Il) pode ser escrita: 
y=ax?+bx+c 
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De -Zax, =b hramos: 


cpa 
* 2a 
Da ax) +y, =€ tiramos: 

3 Ds E pº 
=c-agy=c-a(-—f=c-a-gi=0c-— 
w=e-aM =c-n(-5) pcs 

qtncob” | (uísac) ca 

da da da 

is 

*v aa 


Observação Acabamos de demonsirar que uma parábola de direlriz horizontal 


tem equação que pade ser colocada na forma 
v=axº +bx+c 


isto é não parece lermo em xy. No entanto, em alguns das 
exercicios do inicio desle capitulo apareceram alguns casos de 
equações de parábola com termo em xy. 
Por exemplo, no exercicio 12.1 obtivemos a equação 

ax sy -4 xy-22x- dy +49=0 


O lermo em xy aparece aperas quando a direlriz não e horizontal 
nem vertical. 


Exercicios Resolvidos 


12.15]Consideremos a parábola de equação 
*-Bx-8y+40=0 


Determine: 

a] as coordenadas do vêriice 
b) as coordenadas do foco 
c) a equação da direlriz 


Solução 


a) Vamos primeiramente passar a equação para a forma y = ax + bx-+c. Temos: 


R-Bx-By+40-D o y= EX -x+5 


a=lib=-1c=5 
8 


Portanla: ; 4 
a=bº-dac=t-1P- ds) “ss 
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Assim, de acordo com o teorema demonstrado: 


-D 1) 
xy =>— =— *=4 
2a 1 

Ag) 
(52) 
Yv == 2.3 


O vértice é, então, o povo V(4; 3) 
1 1 


== 
4la] ao 
8 


b) p= 


Como a>0, a concavidade da 
parábola está voltada para cima. Por- 
tanto, o foco Fí(x,;y,) está acima do 


vértice: 
yYr=YyYyv+tp-3+2=5 


A abscissa do foco é a mesma 
do vértice: 


Xp=xy=4 
Assim, o foco é o ponto F(4; 5). 
+ c) Como p = 2, a diretriz d deve estar 2 unidades abaixo do vértice 


Portanto, sua equação é: 
y=1 


ou: y-1=0 
Devemos observar que o desenho acima não está assinalando o ponto onde a 
parábola corta o eixo Oy, que seria realmente (0, 5). 


12.16) Uma parábola tem equação 


Determine o vértice, o foco e a equação da diretriz. 


Solução 
A equação dada já está na forma 
y=ax?+bx+c 


1 5 23 
E ás: abs soc e 
em 12 6 12 
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5 -1,,23 4 
A=b'-4a0= EP 4 REj=- 
(6) a72) a 
1 1 
"aa? 
12 
5 
X db us 
“ 2a x, 
12 
o. 
-Ã 
va É =4 
4 
5 


Como a<0, a concavidade está 


para baixo e o foco deve estar abaixo 
do vertice. 


ly =yy-p=4-3=1 
Xp =x,=5 


Temos então F(5,1) e V(5;4). 


A reta dretriz deve estar acima do vétice 3 unidades. Portanto sua equação 
éy=7 ou y-7=0. 


Mais uma vez devemos observar que o desenho não assinala corretamente 
as inferseções com os eixos coordenados. O desenho serviu apenas para facilitar a 
obtenção do faca e da diretriz. 

1 1 . 

12.17)Uma parábola lem equação y = Radio Determine as coordenadas do 

vélice e do foco. 
Solução 

À equação dada tem a forma 


y=ax? +bx+c 
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AÁBSIM; 


A=bº-dac= GS — 4tSMO) 4 
ns 1 e 1 ” 
“ajal ai 
tg) 
—1 
=| ==") 
b 2 
a =? 
ta! 
1 
=, “4 1 
ag A A 
4a 5) Da 


Como a>0 concavidade estã 


voltada para cima e ponanlo à 
foco estã acima do vélice, 


Temos então: 3/2 
| 1 3 

= + = — + >— 
] Yr O Yyt+PD 2 2 0 
pa =Xy =2 442 


1 3 
Portanto, o vértice é o ponto WZ- 5) e ofocnéo ponto F(2 2! 


12.18)Uma parábola tem equação y=x]-5x+4. Determine os pontos onde ela 
intercepta os eixos coordenados. 


Solução 


O ponto onde a parábola intercepta > eixo Oy deve ler abscissa nula 
Fazendo x=0 em y=xº - 5x+ 4. obtemos: 


y=0"-5(0)+4=4 


Assim, a parábola corta Oy nó ponto A(O; 4). 
O ponto ande a paráhola corta o eixo Ox deve ter ordenada nula 
Fazendo y-=0O em y=xº-5x+4, 


x —-5x1 4 =0 


328 


Esta equação admite duas rai- 
zes reais x =]e x"=4 As- 
aim, concluimos que a parábola 
conda o eixo Ox nos pontos 
H(1 0) e C(4,0). 


12 19)Uma paráhela cuja direHiz é horizontal, passa pelos pontos A(1:2), B(2:3]e 
Cita 6) Determine sua equação. 


Solução 
Como a direlriz é horizontal, a equação da parábola pode ser escrita 
na forma 

y=-ax sbx+c dl) 


Coma os pontos À, Be C pertecem à parábola pode ser escrita na 
tarma 


y=ax]+bx+c 
AZ) 2=40P +bljsc=a+b+c 
B(2,3) 3=a(2) +bj2)+c=4a+2b+c 
C(36] 6-=a(3P+bi3)+c=9a+3b+c 


Temos, então, o sistema: 


a+b4c6c=2 
da+2b+7= 3 
Ga+3b rc=6 


que, resolvido, nos dá 
as=) b=-2 e €=3 
Assim, a equação da parábola é 
v=x]-2x+3 


Exercicios Propostas 


12.20)Consideremos uma parábola de equação 
y=2x -8x+6 


Determine: 

a) às coordenadas do vertice dj) a equação do eixo da parábola 
bj as caardenadas do foco e) a inlerseção com o eixo Oy 

£) a equação da diretriz f) a interseção com o eixo Ox 
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22x +y+5=0 Determine: 
dj equação do eixo 
e) interseção com eixo Oy 
f) inlerseção com a eixo Ox 


12.21] Uma parábola tem equação 3x 
a) as coordenadas do vérlice 
b) as coordenadas do foco 
Cc) equação da diretriz 


12 22) Para a paráhola de equação y =x? - 8x +16 detemine: 
a) inlerseção com Oy 
Db) interseção com Ox 
12.23) Determine as coordenadas do vériice V e do foco F para cada parábola cua 
equação é cada seguir: 
a) y=4x] 2x+5 d) y=-3x]+6 
bj) y==xº “4x e) y=-3x? + 6x 


Pp x -Ex-y+5=0 


17.24) Obtenha os pontos onde a rela Fr intercepta a parábola 5, em cada caso à 


seguir: 
[ft)jix—-y+3=0 It) Sx-y-7=0 
a) 4 e) , 
lts) y==2-4x+3 ltsjiy= 22" -3x+1 
ftix-y-4=0 ã [er x+3=0 
lis)jiv=m]-2x+3 [(s): y=50 +x—d 


12.25) Represente no plano canesiano os pontos (x, y) tais que: 
a) (x-y+1Prtx -y-dx+5P = 
bj) (x-y+1(X —-y—-4x+5)=0 


12 26) Obtenha as interseções das parábnlas de equações y=x]-2x+3 
y=-3x] +18x- 21. 


12.27] Uma parábola cuja diretriz é horizonlal, passa pelos pontos (13) (2 4) é 
(3,3) D& sua equação. 


12.28)0 foco da parábola de equação yv=xº+bx+c lem abscissa igual a 1 
Determine o valor de c para que essa parábola passe pelo ponto A(3;, 7) 


17.6 — EQUAÇÃO DA PARÁROLA DE DIRETRIZ VERTICAL 


Consideremos uma parábola de diretriz e vérdice Víx,: yy) numa posição 


qualquer. 
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Xy 


Fig. 12.16 Fig. 12.17 
Para obtermos a equação de uma parábola desse tipo poderíamos seguir o 
mesmo processo desenvolvida no item 12.5. No entanto, é mais prático aproveitar 
as conclusões do item 12.5, simplesmente permutuando-se as variáveis x e y. 
Assim, sendo p a distância entre o foco e o vértice, podemos estabelecer 
que uma parábola desse tipo pode ser representada pela equação 


onde a, he c são números reias, com a *0 etais que 


sendo ja =b?- 4ac] 


Exercícios Resolvidos 


12 29) Para uma parábola de equação x = : y?-y+5 determine: 


a) coordenadas do vértice c) equação da diretriz 
b) coordenadas do foco q) equação do eixo 
Solução 


a) A equação está na forma 
x=ay? +by+c 


debe 
8 


Onde: 


Eçã = 24thysy=-2 
A=b?-. 4ac =(-1) als) 2 
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sê 
o CNP 
—A 
E E 
ga) 
ab (1 
yy=52=CD.4 
2 
(5) 


O vértice é, então, o ponto V(3; 4) 


1 r 
b) p = ad 4 =2 y i d 
“al ação 
Como a >0, a concavidade está V E" 
voltada para a direita e portanto = onde seecnaace poe ocemooeegeennoo 
p=2 


vértice: 


5 
4 

o foco F(xc: yr) está a direita do ido 
2 
1 


Xxp=Xy+p=3+2=5 


reecememenenevsoacnary 


À ordenada do foco é a mesma 
do vértice: 


ye -Yyv=4 
Assim o foco é o ponto F(5; 4). 


[6%] jo nsunanosanasunus 
Oidlkc=.esssdissssssce 


c) Como p=2,a diretriz d deve estar à distância de 2 unidades à esquerda 
do vértice e, assim, sua equação é 


x=1 

ou x-1=0 

d) O eixo dever ser horizontal e passar pelo vértice. Sua equação é 
y=4 


ou y-4=0 


12.30) Uma parábola tem equação y? - 10y+ 12x- 23 = 0. Determine o vértice V. o 
foco F e a equação da diretriz d. 


Solução 


Em primeiro lugar verificamos que 
5 23 


-1 
y2-10y+12x-23=065x= O td 
isto é, a equação pode ser colocada na forma 
x=ayº+by+c 
E daí concluímos que é uma parábola de diretriz vertical. Temos: 
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te 5 23 
amo 642 
5 1.43 4 
A=b? -4ac=(=)-4 D)= 
(6) (45) 3 
1 | 
Td a 
4 
(5) 
JA 
xy To=—2=4 
4 
12 
5 
-b cs 
yy===—É.=5 
2a 27) 
12 


Como a<0, a concavidade está voltada para a esquerda e o foco está à 


esquerda do vértice: 


y 
Par =xy-p=4-3=1 
lyp=Yyyv=8 
Temos então F(1,5) e V(4,5) 
A diretriz d deve estar 2 uni- 
dades à direita do vértice e 
portanto sua equação é: 


— 


ou x-7=0 : 


Exercícios Propostos 


12.31)Uma parábola tem equação x = 6y? — 9y + 2. Determine: 


a) coordenadas do vértice c) equação da diretriz 
b) coordenadas do foco d) equação do eixo 


12.32)Seja uma parábola de equação x =-2yº + 4y +71, Determine: 


a) coordenadas do vértice 
b) coaordendadas do foco 
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12.7 - EQUAÇÕES PARAMETRICAS 


Conforme veremos nos exercicios, uma parábola de diretriz horizantal 
pode ser represenlada por um par de equações paramélricas do lipo 


x=at+b 
v=cÊ+dt+e 


onde a, b, c, d, e são números reais (com a 20 e c*0) € le 
Quando a parábola tiver diretriz vertical, poderá ser representada pelo par 


de equações paramêlricas 
fy =at+b 
|x=cfadise 


Veremos nos exercícios também que, quando livermos apenas um arco de 
parábola, haverá outros modos de representar paramelIncamente. 


Exercícios Resolvidos 


12.33) Mostre que O par de equações paramétricas abaixo, com le . representa 


uma parábola. 


“=3+2 
y=4t-5(+1 
Solução 
x—2 


w=3t+2=—el=>—— 
a 


Substituindo em y=4 —-5t1+1, temos: 


x—-2. Ka 
= 4 e rara 
y= A 5 ) ( = J+ 
aix —- d = 
— MMX 4x4) Six 2) |, 


Ee] E) 


e após as simplificações: 


que é uma equação da forma da equação (12.3). 
Para podermos garantir que as equações paramétricas dadas 


realmente representam a parábola “inteira” fe não apenas uma arco de 
parábola) basta observarmos que, sendo | um número real qualquer, a 


variáave)] x 
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dada por 
x=3H+2 


também pode assumir um valor 
real qualquer. 


12 34)0 que representa o par de equações paramétricas 
[x=t-1 
) 
ly=12-4t+6 


onde 0<t<3? 
Solução 
x=t-iot=x+1 


Substituindo em y = t? - 4t+ 6, temos: 


y=(x+1-4(x+1)+6 


ou: y=x]-2x+3 (1) 


14 23/40 x -1 1 2 3 400 x 


Se a variável x pudesse assumir qualquer valor real, a equação (l) 
representaria a parábola da figura a. Mas acontece que temos 
x=t-1 
com O<i<a. 
fParat=0Ovem:x=0-1= -1 
[Parat=3vem:x=3-1=2 


Portanto, as equações paramétricas dadas representam o arco de 
parábola da figura b, com -1<xs2. 
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12.35) Verifique qual é a figura representada pelo par de equações paramétiicas 


(x = sent 
4 le 


ly = sent+cos?t 


Solução 


Lembrando que, para qualquer te temos 


sen?t+ cos? t = 1 
: 2 2 
vem: cosCt=1-sen't 
Assim: y=sent+cos"t=sent+1-sen? 


Levando em conia que x=sent: 
y=x+1-x 


ou y=-x]+x+1 (1) 


Fig. a Fig. b 


Se a variável x pudesse assumir qualquer valor real, a equação (1) 
representaria a parábola da figura a. Mas temos x = sent e, como sabemos 


qualquer te vale 
—1ssents1 


eassim: -—-I<x<1 
Concluímos então que o par de equações paramétricas dado 


representa o arco da parábola da figura b. 
Exercicios Propostos 


12.35) O que representa o par de equações paramétricas 
fy =2t1-3 
|x=12-5t 


com te” ? 
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12 37) Determine a figura representada pelo par de equações paramétricas 
ly =2t 
|x=42-1 
com -I<xt<1 


12.38) Verifique qual é a figura representada pelo par de equações paramétricas 
(x=2cos! 


, e 
ly=cos 2t 


128- RETA TANGENTE À PARÁBOLA 


Em geral, para resolvermos um problema de reta tangente à parábola, basta 
impormos que a rela e a parábola tenham apenas um ponto em comum (figura 
12 18).No entanto, devemos observar que há uma situação em que a reta e a 
parábola têm apenas um ponta em comum e no entanto não são tangentes: é a 


caso em que a reta é paralela ao eixo da parábola, ou é coincidente com o eixo 
(figura 12 19). 


euomenco--Lnanmsosaonn Toner == D+ 


Fig. 12.18 


Exercícios Prapostos 


Fig. 12.19 


12.39) Consideremos uma parábola de equação 
pa =Sh0 


E um ponto A(2 - 4) Determine a equação da reta que passa por A e é 
tangente à parábola 


Solução 
Seja a reta procurada. 
Sua equação pode ser escrita: 
y=ya=mix—xa) 
ou: y+4=m(x-2) 
ouainda: y=mx-2m- 4 
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Vamos considerar o sistema formado pelas equações da rela e da 


parábola: 
fy =mx-2m-4 1) 
ly=x2-3x+2 11) 
Substituindo (|) em (ll), obtemos: 
x?-3x+2=mx-2m-4 


ou: x?-(3+m)x+(2m+6)=0 (Il) 
Para que a reta e a parábola tenham apenas um ponio em comum. O 

sistema de equações acima deve ter apenas uma solução e portanto a 

equação (Ill) também deve ter apenas uma solução. Assim impomos que 0 


discriminante (A) da equação (Ill) seja nulo: 
A =[(3+m)f -4(2m+6)=m?-2m-15=0 
Daiobtemos m=5 cum=-3 


Isto significa que o problema á 
tem duas soluções. Substituindo em 


(1): 


param = 5 temos y =5x- 14 
param=-3 temos y=-3x+2 


> 


Antes de aceitarmos as 
duas soluções, observemos que 
a parábola dada tem diretriz ho- 
rizontal e portanto o seu eixo 
é vertical, assim concluimos que 
nenhuma das retas obtidas é 
paralela ao eixo da parábola e 
portanto as duas soluções ser- 
verm. : 


x 


12.40) Determine a equação da reta que passa pelo ponto A(1;2)e é langente à 
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parábola de equação 
x=y?-6y+10 


Solução 


A parábola dada tem eixo 
horizontal; Dai concluimos que a 
reta tangente procurada (se existir) 
não poderá ser horizontal. 


Suponhamos então que haja uma reta r tangente à parábola cujo 
coeficiente angular é m (já que essa reta não pode ser horizontal, devemos 
term + 0). A equação de r pode ser escrita: 


yY-ya=mix—xa) 


ou: y-2=m(x-1) 
ou ainda: MR fisicas 
m 


Vamos considerar então o sistema formado pela equação da reta r da 
parábola: 


PRB (1) 
m 


ke =y?-8y440 (1) 


Substituindo (1) em (Il), temos: 


y+m-2 


2 
=yº— 10 
yº-6y+ 


Simplificando: 
my? -(6m+ 1)y + (9m+2)=0 (11) 


Para que a reta e a parábola sejam tangentes, a equação (Ill) deve 
ter um única solução e portanto seu discriminante (A) deve ser nulo: 


a=[-(6m+ 1) -4m(9m+ 2)= 0 
A-âm+1=0 


donde: m=-1/4 
Subsiituindo em (|), obtemos a equação de r: 


x+4y-9=0 


Porém. talvez essa não seja 
a única solução do problema 
pois ao iniciarmos a solução, 
supusemos que a reta procurada 
linha um coeficiente angular m, e 
pelo fato de a parábola ter eixo 
horizontal, pode haver uma reta 
s vertical que passa por À e 
é tangente à parábola no vér- 
lice VY. Devemos tenlar essa 
possibilidade. 

Calculando as coordena- 
das do vértice oblemos 


X,=1eY,=3 
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Como os pontos À e V têm 
a mesma abscissa, concluímos 
que existe de fato uma reta real s 
vertical que é tangente à parábola 
em V e cuja equação é 

x=1 

ou x-1=0 

Portanto, o problema dado 
tem duas soluções que são as 
retas de equações 

x+4y-9=0ex-1=0 


Exercícios Propostos 


12.41) Em cada caso abaixo é dado um ponto A e a equação de uma parábola 
Determine a equação da reta que passa por À e é tangenle à parábola. 


(A(3; — 1) (A(-2:2) 

a) | E) ds 
ly=x?-5x+6 |y?-x-5y+4=0 
[A(-3;3 A(3; 1) 

b) 4 pj d) é 
lx=y2-5y+4 x=yº-8y+19 


12.42) Determine a equação da reta que passa pelo ponto (2: 3) e é tangente à 
parábola de equação y =x? -2x+2. 
12.43) Consideremos uma reta r de equação 
5x+y-3=0 
Determine a equação da reta que é paralela a r e é tangente à parábola de 


equação y= 3x2) +x+1. 


12.9 - INEQUAÇÕES 


Consideremos uma parábola de diretriz horizontal. Como sabemos, seus 


pontos obedecem a uma equação do tipo 
y=ax?+bx+c 


Assim, é fácil que: 


1º) Os pontos que estão “acima” da parábola devem obedecer à condição 


y>ax?+bx+c 
2º) Os pontos que estão “abaixo” da parábola devem obedecer à condição 


y<ax?+bx+c 
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Y 


>ax2+ bx +G 
' w> ax? + bx +c 


J 

+ 
a 
E 


' e 
Ce gym ax! + bx + 


y<axt+bx+c 


v=ax?+bx+c 


[y<xaxi+bx+e 


Fig. 12.20 Fig. 12.21 


Quando a parábola tem diretriz vertical, seus pontos devem obedecer a uma 
Equação do lipa 


x=ay +by+c 


Assim, podemos estabelecer que: 


1º) Os pontos que estão “a direita” da parábola devem obedecer à condição 


y>ayé +by+c 


2) Os pontos que estão “à esquerda” da parábola devem obedecer à condição 


y<ayv +byro 


f x=ayºt+ by +c 
y=ay2+by+ Ea Eca 


” 
, 


s x<ai+by+a ixrayi+rby+re 
ySayi+hy+c; v>ay+by+re Er f 


) 
+ 


Fig. 12.23 


aag 


Exercícios Resolvidos 


12.44) Represente os pontos (x: y) tais que y > x? +41. 


Solução 


A equação y =x? +1 representa a parábola da figura a. Portanto, a 


condição y>x?+1 representa a região sombreada na figura b (isto é, os 
pontos que estão acima dia parábola) 


Fig. a Fig. b 
12.45) Represente os pontos doc plano que satisfazem o sistema: 


Jy <x2+1 
ly>x+3 


Solução 


Os pontos que satisfazem y < x? +1 são aqueles que estão abaixo da 
parábola de equação y = x? + 1 (figura a) 
Os pontos que satisfazem y >x+3 estão assinalados na figura b 


y Í a” 


E ed ea 


340 


A solução do problema & obtida fazendo-se a interseção das regiões 
das a eh. Obtemos então os pontos assinalados na figura c. 


(Fig. 2) 


12 46)Em cada cado a seguir, represente os pontos que satisfazem a condição 


dada: 
a) y2x)-1 dy x<y)-1 
Db) x>yº-1 e) x+yº2D 
12 47)Em cada caso a seguir, represente os ponlos que satisfazem o sistema 
dado: 
Pd ? 
2x0 —1 =x" + 3 
a A z c) á PF! 
x >y —1 y>xº+1 
2 
z [y <= + 5x -— 4 
pp de=" d) 4 
|y<3-x |y25x-2 
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Capítulo 


13 


43.1 - DEFINIÇÃO 


Consideremos em um plano a 
dois pontos distintos F, e Fa, cuja 


distância indicaremos por 2c (figura 
13.1) 


Consideremos também um nú- 
mero real 2º tal que 


2a > 2c 


O conjunto de todos os pontas P 
do plano tais que 


recebe o nome de ELIPSE. 


Para a elipse da figura 13.2 
temos: 


dar tdar, = 2a 
der, + dor, = 2a 
der, +ôcr, = 2a 
do, + dos, = 2a 


Onde À, B, Ce D são pontos quaisquer 
da elipse. 

Sejam Ay e À; os pontos da 
elipse que estão sobre a reta FiFa. 

E fácil verificar que 


dar, = dra, 


Elipse 
F, F; 
| 2€ q 


E -ceceonnnncasenocanoonenes rs ta 
2a q 
Fig. 13.3 


De fato, pela definição de elipse, devemos ser: 


DAS, x dar e DA,F E Da, 
EA 


AM 
SEE 


y 


) 


f 
DAR, » (da, sa drF,) = (dar, + der, + das 


2 DAR, =2 Da 


dar, nm dar: 
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Outro fato importante a destacar é que 
=2a 


dA As 
De fato, temos: 
dan, = dar +ôre, tda, OA TOA, tds, + 8%, a 


e 


Y 


iguais =dr tô = 2a 


13.2 —- NOMENCLATURA 


B, 


focos: são os pontos F4F> 
distância focal: é a distância 2. entre os 


focos as : F; 
centro: é o ponto médio C do segmento FiF; Es eprereaeea el ememmegeefe |2h 
eixo maior: é o segmento A,Ã> cujo a : IA 
comprimento é 2º pasa E ABRA 
eixo menor: é o segmento BB; cujo 14 i ê, aii is Du 
comprimento representaremos por 2b ê ; a E : 
vértices: são os pontos As, Az, B:1, Ba. e 
excentricidade: é o número e dado por Ro 2a : 
e 
E Fig. 13.4 


e=— 
a 


Como c<a, temos sempre 


O<ec<1 


Conforme o valor da extremidade a 
elipse pode ter uma forma mais arredondada 
ou mais afilada. Este fato é ilustrado na figura 
13.5 onde 2a é mantido fixo e variamos a 
distância focal 2c. Note que à medida que os 
focos se aproximam, isto é, a excentricidade 
diminui, a forma da elipse vai ficando 
parecida com a da circunferência. No capitulo 
15 veremos com mais detalhe a importância 
do conceito de excentricidade. 


snsscsscasccnuas 


excentricidade se aproxima de 1. 
excentricidade se aproxima de O 


| 


2a 
Fig. 13.5 
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13.3- RELAÇÃO ENTRE à, be c 


Numa elipse vale a relação 


a! =b?4c?| (13.1) 


Fig. 13.6 
De fato, observando na figura 13.6 o triângulo B,CF;, vemos que 


des, = b, der, =Cce ds, =a 
Assim, a relação 13.1 é a expressão do teorema de Pitágoras. 


Exercícios Resolvidos 


131) Uma elipse tem eixo maior medindo 10 e eixo menor medindo 6. Calcule: 
a) distância lotal 
b) excentricidade 


Solução 


a) temos 2a=10e 2b= 6. Portanto: 
a=5 e b-3 
Pela relação 13.1 vem: 
62 =32+0€? 
Donde: c=4 
Portanto a distância focal é 2c = 8. 


b) e= = 
a 


[o ER 


132) Na definição de elipse, impusemos que os focos F,e F>são pontos distintos. 
Discuta o que aconteceria se permitissemos F, = F,. 


Solução 


Seja P um ponto qualquer da elipse. Devemos ter 


dpr, + dpr, = 22 
Se os pontos F; e F; forem coincidentes (F, = F,) teremos: 


pr, + dpr, = 2a 
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P 


ou: 2 Sp, =2a 


ou ainda: Sor =a 


Obteriamos desse modo uma circunferência de centro F; e raio a. 


13.3) Ao definirmos elipse, consideramos em um plano dois pontos distintos Fe 
F>, separados pela distância 2º tal que 


2a > 2€ 
Assim, a elipse é o conjunto de todos os pontos P do plano tais que 
dps, + dpr, =2a (1) 
Verifique que figura representaria a condição (|) se permitissemos que: 
a) 2a =2c 
b) 2a<2c 
Solução 
a) Se 2º = 2e, a condição (1) E R F, 
poderia ser escrita: | 
dpr, + dpr, = 2€ e + 
Pio 


e assim, é fácil perceber que o ponto P deveria estar sobre o segmento 


— + 
FiF>. Portanto, neste caso, a condição (|) representa o segmento FiFa. 
b) Se 2a < 2c, deveriamos ter 


dor, + dpr, <2C 


o que, obviamente, é impossivel. Neste caso, a condição (|) represenla 0 
conjunto vazio. 


13.4) Considere o conjunto de todos os pontos P(x:y) do plana cartesiano, tais que 
Ve-2P+(y- 1 + dx 6 + (y- 42 =6 
Que figura é esse conjunto de pontos? 
Solução 


Consideremos os pontos F,(2:1) eF,(6; 3) . Assim, podemos escrever. 
Vix-22+(y-12 =p, e lx 6 +(y-4) = Bor, 
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13.5) 


Assim 


Podemos calcular a dislância 2c entre os ponlos Fre Fy 
20 =D, = V(2-6P (1-4 =5 
Fazendo 2a = 6, a condição (dada pelo problema) 
dx-2P+ty-1 e Jfix-6Pr(y-ay -6 
pade Ser escrila: 
der, t ôpr, = à 
com Za >2c Portanto, trata-se de uma elipse cujos focos são F, e Fe 


cujo eixo maior mede 6. 


Delermine a equação de uma elipse cujos focos são os ponlos F(-11N e 


F(1; 2), sabendo que à comprimento do eixo maior é 22 = 4. 


Solução Pix: y) 


Sendo P(x:y) um ponto 
qualquer da elipse, lemos: 


der, = Jlx+ Pty 
Bos, = ulx- 1 +[y- 27 


Pela definição de elipse 
devemos ter: 


Ber, + dps, = da 


dps, +Dpr = 2a & J(x+ 17 +by-1f + dx? +(y-2P = 


- dx ryisax-Dy+ 2a xr y? 2x Ay +5 = 4 6» 
o flsysx-2y+2=4- [x y2-2x-47+5 6 
Sis AD ed A SERA CA 
o ayi4Dx-Dy42=16-B/X+y? 2x 4y+ 54 

sx 4y!-2x—- dy +45 
a Bfisyi-2x-4y+5=-4%-2y+19 6 
o(sfxsyi-êx-ay+5P =(-ax-2y + 19P 
co Báx? + Bay? — 128x - 256y + 320 = 16xº + 

+ 4yº + 15xy -152x— 76y + 361 > 

o 48x? + 60y? —16xy + 24x —180y—41=0 


Exercicios Resolvidas 


13.5) 


13.7) 


13.8) 


13.9) 


13.4 - 


entro está na origem do sistema de 
coordenadas e cujos focos estão sa- 
bre qn eixo Ox. Sendo P(x wy) um ponto 


qualquer da elipse temos: 


Mas. Fi-cioje Fic o) 


Ássim 
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Uma elipse tem eixo maior medindo & e eixo menor medindo 4. Calcule 


a) distância focal bi excentricidade 


a 
Uma elipse de excentricidade e = E lem eixo menor medindo 20. Calcule 


a) medida do eixo maior b) distância focal 


Sendo (x:y) um ponto qualquer do plano cartesiano verifique, em cada 
caso a seguir, que figura representa a equação dada 


a Ax-SP+(y- + Ax-8Pety-gP=7 
b) dx-2P+ty- 7 + ix BP +(y-10P =5 
9 dx-2P+ty-7P + lx 6P+ty-10P =4 


Delermine a equação da elipse cujo eixo maior mede 6 e cujos focos são 05 
pontos (-2, -) e ti; 2). 


ELIPSE DE CENTRO NA ORIGEM E FOCO NO EIXO Ox 


Consideremos uma elipse cujo 


dpr, + Ppr, = 2a 


Fig. 13.7 


Ber, = dixrcZ+ty- 0) = x? 4 20x ++ y? 
[Ber =Mx-c+ty-0oy? =yxº-20x+ei+y? 


Portanto: 
dps, + dpr, =220 (x +2cx+C24y2 + /x?-20x+ Ci4y? - 206 


o yx+20x+ci+y? =2a- )x2 + 20x + Cry? 

o(dxs2ex+e?+y2)2 =(22- x? -2ex+ C2+ yo 

ox +20x+c2+y? =4aº 4a Je -20x+ c2+ y?+ o 

+x*-20x+C)+y2 o 

oayx-2ex+c?+y? =a2 cx 

oa(x!-2cx+c2+y2)=(a2- cx)? co 

o(a cy ray? =a(a? -c?)o bx? 4 a2y? = a?b? 
NE 

b? b? 


Dividindo tados os termos desta ultima equação por a*b? obtemas: 


2 2 
E y 
Et ig=1) (32 
ddr. ( ) 


que é chamada equação reduzida da elipse de centro na origem e focos no 


enmxo Ox. 
Exemplos 
a) Para a elipse da figura ao lado 
temos: 
3 
a=2 e b=— 
2 
Portanto, sua equação reduzida 
é 
2 2 
X y 
+ = 1 
2 OP 
2 
2 42 
xy 
; — +5>-=1 ( 
ou F +F (1) 
4 


Se eliminarmos os denominadores podemos chegar na equação 
9x2 +16y2 = 36 (IN) 
ou anda: 9x2 +16y2-36=0 (1) 


As equações (1), (Il) e (Ill) representam a mesma elipse mas apenas a 
equação (|) é chamada de equação reduzida da elipse. 
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b) Para a elipse da figura ao la- 
do temos: 


a-5 e c=d 


Como a? =b?+c? vem: 


b?=a2-cº=52 4º 09 


Assim, a equação reduzida da elipse é: 


13.5 — ELIPSE DE CENTRO NA ORIGEM E FOCOS NO EIXO Oy 


Para obtermos a equação da eli- y 
pse neste caso poderiamos seguir o Ala 
mesmo procedimento do item anterior. 
No entanto é mais prático aproveitar O 
resultado do item anterior, permutando 
as variáveis x e y. Assim, podemos 
dizer que a equação reduzida de uma 
elipse com centro na origem e focos em 
Oy é: 

2 2 


X X 
2 2 
TX 
dd: b? + a? = 1 
Exemplo 


A equação reduzida da elipse ao 
lado é: 


2 2 
E 
a 4º 
2 2 
ou: É 42 =1 
9 16 
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Exercicios Resolvidos 


1310)Dé as coordenadas dos focos das elipses cujas equações são dadas a 
seguir 


a) =+—=1 c) 9x? +4y? = 36 
Db) Es d) 5x2+4y2-20=0 


Solução 


2 2 
X.y 

a — 42 =1 

25 16 


25=%? e 18=4º? 


Como 5 > 4, temos a=5 e 
b=4, e concluimos que se trata 


de uma elipse com centro na 
origem e focos no eixo Ox. De 


a*=b?+e? 
tiramos 
ci-a?-p?=-5? 42 -9 
e portanto: c=3 
Portanto, os focos são os pontos (-3;0) e (3,0). 


2 2 


25=-5º e 36=6º 


Como 68>5 temosa=6eb=5 


e concluimos que se trata de 
uma elipse com centro na ori- 
gem e focos no eixo Oy. 


cC=a-b-6.52=11 
Portanto: c= 11 
Os focos são os pontos (0; A) 
e (0,- 11). 


c) 9x) +4y? = 36 
Para oblermos a equação reduzida da elipse, vamos dividir todos os 
termos da equação dada por 36: 

2 2 
4 36 
DO dy? = 98 00 ql 


a a 
o— 4 — =1 
JD ds JO 4 q 


ss 


d) 


Temos:4=2? e 9-3? 
Portanto:a=3 e b=2 
Vemos então que se trata 
de uma elipse de centro 
na origem e focos no eixo 
Oy 

cê-a? b?=9-4=5 
Daí: c = 45 


Concluimos então que 
os focos são os pontos 


(0: 45) e (0,- 45). 


5x? +4y?2 -20=0 > 5x2 4 4y? 


4=2? e 5=(V5) 
Portanto como 5 > 2, temos 
a=J5eb=2 

Trata-se então de 
uma elipse com centro na 
origem e focos no eixo Oy. 
cê=a*-p?=5-4=1 


Daí: c=1. 
Concluimos então que os fo- 
cos são os pontos (0; 1) e 
(O; — 1). 


Exercicios Resolvidos 


5x? 
aceda TRE 


Dê as equações das elipses cujos desenhos são dados a seguir 


Sã 


13.12]DE as condenadas dos focos das elipses cujas equações são dadas a 


seguir: 
a y? axe 3y? 
q — + =1 E SD ai 
) 49 * 36 e) a + 5 E 
7 
nd É 2 2 
bj) — += f 3 qué =1 
| a de 
2 
e) Gtyi=t 9) 9x2+10y?-6=0 
É al 
d) o NA 
3 4 


RE 1 E 
13.13)Uma ehpse de excentricidade e = z tem cenlro na origem, focos no eixo Ox 


e eixo maipr medindo 12. Delermine sua equação. 


13.14jUma elipse lem centro na origem e focos no eixo Ox Determine a sua 
equação sabendo que ela passa pelos pontos (O; -2) e (3; 0). 


13 15)Uma elipse com centro na origem tem um foco no ponta (3; 0) e um vértice 
no ponto (= 7; 0). Qual é a sua excentricidade”? 


13.16) Delermine a inlerseção da reta de equação 3x—-4y—-12=0 com a elipse de 
x? 7 
Equação — + — 51. 
16 9 


Z 
: a É, x ; “) 
1317)Consideremos a elipse de equação ue = 4. Delermine as equações das 


relas cue passam pelo ponto 4(2:2) e são tangentes à elipse. 


13.18)Determine as equações das retas que passam pelo ponto A(3,2) e são 
z 
langentes à elipse de equação = +yº=1, 


41319j)Cansideremos uma reta r de equação x—2y -1= 0 Determine as equações 


das retas que são paralelas a r E são tangentes à elipse de equação 
é CR 


E 4 


— e Cura = 


q d 


117 - EQUAÇÃO DA ELIPSE COM EIXO MAIOR HORIZONTAL 


Num Sistema de coordenadas xOy consideremos uma elipse de cenlro 
Cx; ye] € eixo maior horizontal (figura 13.9) 


353 


Fig. 13.9 Fig. 13.10 


Consideremos em seguida um outro sistema x'Cy' cuja origem é o centro C 


da elipse e tal que o eixo Cx' seja paralelo a Ox e o eixo Cy' seja paralelo a Oy 
(figura 13.10) Conforme vimos no item 13.4, a equação da elipse em relação ao 


sistema xCy' é 


Mas, de acordo com o que foi visto no capítulo 7, temos: 
Xx'=X-Xç € y'=y-Ye 
Substituindo na equação (|) obtemos a equação 


(x-xç)  (y-yo)? 
E PR a (13.4) 


que é a equação da elipse em relação ao sistema xOy. Chamaremos a equação 
13.4 de equação reduzida da elipse e assim, a equação 13.2 pode ser considerada 
caso particular da equação 13.4. 


13.7 — EQUAÇÃO DA ELIPSE COM EIXO MAIOR VERTICAL 


yo 


Consideremos uma elipse de 
centro Cíxc:yc) e eixo maior verti- 
cal (figura 13.11). Seguindo o mesmo 
procedimento do item anterior, po- 
demos concluir que a equação reduzida 
dessa elipse é 


2 2 
Ly Ye) | WoXel 4] (13.5) 


a b? 
Xc 


(Fig. 13.11) 
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Exercicios Resolvidos 


13.20)Dê as equações das elipses cujos desenhos são dados a seguir: 


du] |-nastmmmmanos 


Solução 


a) 


b) 


Do desenho percebemos que a elipse tem eixo maior horizontal cuja 
medida & ?a= 4 e tem eixo menor medindo 2h = 2. Vemos também que 
o centro é o ponto C/3,2). Assim: 


a-Z b=1 x(=3 € yç=f 
Consideremos então a equação 13.4; 
(xx dy-yç) o 

2 0 Po. 
Fazendo as subslituições ablemos: 
4 1 


Se eliminarmos os denominadores e desenvolvermos 05 qua- 
drados, chegaremos a 


x +4yº-6x-164+21=0 
A elipse tem eixo maior verlical e: 
a=4 b=2 w*=5 d 9a = 6 
Tamemos enlão a equação 13.5: 


(y- vç) (x- xo 24 

E a ii 
Fazendo as subslituições: 

ty -6P esÊ o, 

16 q 

Desenvolvendo os quadrados e eliminando os dencminadores 

abtemos: 
4x2 +y? -d0x -12y+120=0 
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13.21) Consideremos uma elipse cuja equação é 
xº+9yº -8x-36y+43=0 


Obtenha sua equação reduzida. 


Solução 
Vamos agrupar os termos da equação dada, do seguinte modo: 
(x? - 8x)+ (9y? - 36y)=-43 


Observe que a expressão do primeiro parênteses será transformada 
num quadrado perfeito se somarmos a ela o número 16 No segundo 
parênteses, devemos somar 36. A equação fica: 


(x? —- 8x + 16)+ (Oy? —- 36y + 36) = -43+ 16+36 


ou: (x-492+9yº-4y+4)=9 


ouainda: (x-42+9My-2)=9 
Dividindo todos os termos por 9 obtemos: 


Ee O e 
9 1 
Nesta equação é fácil perceber que: 
a?=9 e b?=7 


e que o centro é o ponto C(4; 2). 


Exercícios Propostos 


13.22) Dê as equações das elipses cujos desenhos são dados a seguir. 


2 4 6 8 1012 x 
13.23) Uma elipse, cujo eixo maior é vertical, tem centro C(-1,1), excentricidade 


1 ; E E E 
e eixo menor de medida 6. Dê a equação da elipse. 


13.24) Uma elipse de eixo maior horizontal passa pelos pontos (0; -1) e (3; 1). Dê 
sua equação sabendo que o centro é o ponto (3; -1). 
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1325)Uma elipse tem equação 
x2+2y2+2x-4y-7-0 
Determine: 
a) coordenadas do centro 
b) coordenadas dos focos 
c) excentricidade 
13.26) Delermine as coordenadas do centro e dos focos da elipse cuja equação é: 


3x +2yº+12x+4y+8-=0 


13.27) Dê a equação reduzida da elipse cuja equação é: 
9x2 +25y? - 36x + 50y -164=0 


138- EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS 
Uma elipse de centro na ari- 
gem e focos no eixo Ox pode ser 


representada pelo par de equações 
paramétricas 


x =acost 136 
y=bsent NS) 


onde O<t<2m. 


Fig. 13.12 


x 
x=acostes —-=cost 
a 


De fato, temos: 


|y=bsentes L = sent 


Elevando ao quadrado obtemos: 


2 2 
x 
*e=cosêt e Lsent 
b 


Somando membro a membro estas duas últimas equações: 


2 42 
xX y 
+= cos? t+ sen? 
aé bé 5 , E 
Doo usa 1 


xy 
Istoé: = +>5=1 
a pé 
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Observemos ainda que se Osxt<2x, tanto sem t como cós t assumem 


todos os valores do intervalo [-1; 1], isto é: 


-isxcost<1 e -1<sent<1 
Portanto: -a<acostsa e -b<bsent<b 
ou: -asx<a e -b<xy<sb 


Isto quer dizer que a variável x assume todos os valores do intervalo [-a; al 
e a variável y assume todos os valores do intervalo [-b: b] Dai concluímos qua as 


equações 13.6 representam a elipse “inteira”. 


Das considerações anteriores é 
fácil concluir que uma elipse como a da 
figura 13.13 pode ser representada 
pelo par de equações paramétricas 


Xx=xp+acost 
Y=ycç+bsentl 


Xc 


com O<xt<2xr 
Fig. 13.13 


Discutimos acima o caso em que a elipse tem eixo maior horizontal Mas 
«nsiderações semelhantes podem ser feitas para uma elipse de eixo vertical. 


Exercicios Resolvidos 


13.28) Sendo Osts verifique a figura representada pelo par de equações 


paramétricas 


[x=3cost 
ly=2sent 


Solução 
Se não houvesse restrições sobre a variável t, as equações dadas 


representariam a elipse da figura a. Porém, para Oxts< > temos: 


O<cost<1 e O<senT<i 
ou: 0<3cost<s3 e 0<2sent<2 
ouainda: 0<x<3 e O<xy<x2 
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Porianto as equações dadas representam o arco de elipse da figura 


Fig. a 


1329)0 que representa o par de equações paramétricas 
[x=5+2cost 
ly=6+4 sent 


com O<t<2x 


isa pese asd sema 
Temos: 2 


y=6+4sentes 12. sent 
Dai 


(x- 5) 
2 


= sen?t 


“e 
=cos't e dl 


Somando membro a membro: 


(x-5P | (y-6) 
E Gs 
Trata-se portanto de uma 
elipse de centro C(5; 6) ei- 
xo maior vertical, cuja medida é 
8 e eixo menor de medida 4. 
Devemos ressaltar que se trata 
da elipse “inteira”, pelo fato de 


O<t<2z. 


= cos? t+ sen't=1 


Exercícios Propostos 


13.30) Represente as figuras cujas equações paramétricas são dadas a seguir: 
fx =4cost 


a) onde O<xt<2r 
ly=2sent 


b) | onde O<sisma 


359 


1331) Sendo 0O<t<2x dê as equações reduzidas das elipses cujas equações 
paramétricas são dadas a seguir: 


é si b) x=2+6cost 
y=7+5sent y=10+9sent 


13.9- INEQUAÇÕES 


Considermos uma elipse de centro na vi 
origem e focos no eixo Ox. Confor- 


«B Ê 
P 
me vimos, sendo Pf(x:;y) um ponto p 
qualquer da elipse temos: a 
F, 


Foda x 


. x? y2 -d 


Consideremos agora um ponto A(x:; y) situado no interior da elipse. E óbvio 
que neste caso temos 


dar, + dar, < dpr, + dps, 


isto é: Sar, + dar, <2a (1) 
Desenvolvendo a relação (|), chegaremos a: 


Por considerações análogas, podemos concluir que, para um ponto B(x; y) 
qualquer no exterior da elipse, vale: 
2 2 
Ea) 
+= > 
a pb? 


Em resumo, dado um ponto Pf(x; y) qualquer do plano, temos: 


[ 
nd 
1) 


0 
| 
À 


P está sobre a elipse 


«<o o 
»o w 


P estã no interior da elipse 


(aid 


b 
y 


+ >1 


0 0 
uu x, ud x, E o 

+ 

Ho 

A 

— 


P está no exterior da elipse 


o 
s 


A discussão acima foi feita para uma elipse de centro na origem e focos no 
eixo Ox. Porém, conclusões semelhantes valem para elipses em outras posições. 


360 


Exercicios Resolvidas 


13.32)Represente os pontos (x. y) que satisfaçam a condição dada em cada caso 
a seguir: 


a — + <1 c) 
bp DeLs4 


Solução 


a) Em primeiro lugar verificamos que a equação 


2 2 
pri 
35 16 

representa a elipse da figura a. 


2 2 
Portanto, a inequeção ad <1 rerpesenta o interior da elipse (figura 


Fig.a 


E x? v? 
inequação — + — > 1representa o 
) inequaç E E p 


exterior da elipse de equação 


x? y? 


— + e 
36 16 
Neste caso temos a elipse reu- 
nida com o seus pontos interiores. 


c) s1 
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13.33) Represente a região do plano cartesiana correspondente à condição 
9x2 +4y? -54x-32y+109<0 


Solução 


Em primeiro lugar verificamos 
que: 
9x? +4yº -54x-32y+109<505 


2 2 
4 9 
Portanto, a condição dada 
representa a elipse de equação 


usp dy 
4 9 


reunida com seu interior. 


Exercícios Propostos 

13.34) Represente os pontos (x; y) que satisfazem a condição dada em cada caso 
a seguir: 
a) 9xº+4y2º -36<0 
b) x2º+4yº -6x-8y+9>0 


13.35) Represente graficamente a solução de cada sistema a seguir: 


E x2+4y?-16<0 b) 4x2 +97? -36<0 
x-4y+4<0 2 +92 -4>0 
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Capitulo | 
Hipérbole 


14 


14.1 DEFINIÇÃO 
Consideremos sobre um plano : : 
a dois pontos distintos F; e Fz cuja : 
distância é igual a 2c. Consideremos : ds: 
ainda um número real 2º tal que 2c e 


0<2a<2c 
O conjunto de todos os pontos P desse plano, tais que 


|ôpr, — dps, |-= 2a 


recebe o nome de HIPÉRBOLE. 
Para a hipérbole da figura 14.2 temos: 


- 


n? 


dar — dar, |= 2a 
[dar —8ps, |= 2a 
[der —8cr, | 2a 


onde A, Be C são pontos quaisquer da hipérbole. 
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Sejam A,; e Az os pontos da 
hipérbole que estão sobre a reta FiFz 
(figura 14.3). Pela simetria da hipérbole 
é facil concluir que 


ôr A, E dasf, 


Por outro lado devemos destacar 
que 


dau, = 2a 


Fig. 14.3 


De fato, temos: 
dA, = dA — DA = das — das FIdAE -dAF, -dAR, |= 2a 


iguais 


14.2 — NOMENCLATURA 


4, 


2c 


Fig. 14.4 
focos: são os pontos F,F; 
distância focal: é a distância 2c entre os focos 
centro: é o ponto médio C do segmento FyF> 
vértices: são os pontos Ae As 
eixo real (ou transverso): é o segmento Pude: cujo comprimento é 2º 


eixo imaginário (ou conjugado): é o segmento B,B; mostrado na figura 14.4, 
cujo comprimento é 2b. O valor de b é definido 


pela relação 
(141) 


onde c, a e b são as medidas dos lados do 
triângulo retângulo sombreado na figura 14.4. O 
eixo imaginário constitui um elemento arnti- 
ficialmente introduzido na figura com a fina- 
lidade de simplificar a equação da hipérbole, 
conforme veremos mais adiante. 
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Assintotas: 


são as retas que contêm as diagonais do retângulo de referência 
tmostrado na figura 14 5). Estas duas retas apresentam a seguinte 
particularidade: à medida que consideramos pontos da hipérbole 
mais afastados fos focos. nota-se que eles se aproximam das 
assintotas, embora a hipérbole nunca chegue a cortar essas retas. 


Vamos chamar o ângulo O assinalado na figura 14.5 de abertura da 
hipérbole. 


(Fig. 14.5) 


excentricidade: é o número e dado por 


Fig. 14.6 


Observando que c > a, concluímos que 
e > 1. (Compare com a elipse, ande 
0<e<1).A excentricidade da hipérbole 
está relacionada com sua abertura. Na 
figura 14.6 temos duas hipérboles cujos 
eixos reais tém a mesma medida. Na 
primeira, os focos mais afastados um 
do outro, de medo que a excentricida- 
de é maior e a hipérbole apresenta 
os seus ramos “mais abertos”. Assim, 
quando maior a excentricidade, maior a 
abertura. 


hipérbole egiilátera: é a hipérbole cujos eixos real e imaginário têm a mesma 


medida, isto é: 


b=a 
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Neste caso o retângulo de referenca é 
um quadrado e portanto as assintotas 
são perpendiculares. 


Fig. 14.7 


Exercícios Resolvidos 


14 1) Uma hipérbole tem distância focal 2c=10 e eixo imaginário de medida 


2b = 6. Determine: 
a) a medida do eixo real 
b) a excentricidade 


Solução 


a) Temos: 
f2b2=65b=-3 
[2c=105c=5 
Pela relação 14.1 


c?=a?+b? 


ou: 5º -a2 +43? 


donde: a=4 


Portanto, o eixo real tem medida 2a = 8. 
c 5 


b) e=2=L 
a 4 


14.2) Calcule a excentricidade de uma hipérbole equilátera. 
Solução 


Neste caso devemos ter 
a=b 
Portanto: 
c?=a?,b?-a?+,a? = 2a? 


Cospenvenccnnonsanas!; 
cbrcanspio o navonaa 


Assim 
> ai c No 
e-S 2/2, p=: 
a . 
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14.3) Consideremos dois pontas distintas F. e EF; num plana, separados pela 
distância 2c. Seja um número realtal que 2220, 


Consideremos a figura formada La 
por lodos os pontos P desse di a ? 
plaro tais que dd ” 


Tn 
ha 


|dpr, - Ber, |- Za F. 


eq nananes sei 
a 
exmeromsra dh 


2c 
Verifique que figura é essa em cada um dos casas a seguir. 
a) OecZa<2c 
b) Za =0 
c) Za=2c 
d] 23>2c 


Solução 


a) D<«2Za<2c 


De acordo com oque vimos anteriormenle, neste caso a figura é uma 
hipérbole, 


b) 2a =O 
Aqui lemos: 
| âpr, — der, |2a <>] der, — der, [e 0 5 dps, = 0PF, 


Neste caso então, a figura di 
formada é a mediatriz do segmento dá o” 
FF.. X ; 


r 
c) 2a =2c 
Neste casa: 
: [o ja 
| Ber, - dpr, [= 23 5] pr, — dpr, H 20 ED Ê 
A figura é a reunião das duas E 26 : 
semi-retas assinaladas na figura ao dias gi 


lado 
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d) 2a >2c 
Aqui temos: 
[5pr — der, |= 2a| 
2a >2€) 


Esta última desigualdade é, obviamente, falsa para qualquer ponto P 
do plano. Portanto a “figura” neste caso é o conjunto vazio. 


feto | dpr, - dpr, |> 2c 


Em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, os pontos Ft 2) € 


14.4) 
F,(4;3) os focos de uma hiperbola cujo eixo real mede 2a = 2. Delermine à 


equação dessa hipérbole. 


Solução 
A distância entre os focos é: 


20 =, = 01-42 +(2-32 = 410 


Como 2º = 2, temos 0<2a<2c e 
portanto os dados do problema 
estão coerentes. Pela definição, 
sendo P(x; y) um ponto qualquer da 
hipérbole, devermos ter: 


| dpr, — dps, I= 2a 


Mas: Sp =Vix-12+(y-22 e Soro = Jx- 4 +(y-3/ 


Assim: 
|dpr, — der, |= 2a & 5pp — Spr, = +2a € dp; = ôpr, +28 O 


o lx P+(y-22 = J(x-4P+(y-3P42 0 


= lx +(y-2PF =[ylx- 4 (y-3P AP o 


o (x-1)+(y-22 = 
=(x-4Pe(y-3Pe 4x4 PA (y- IPI 


o +2/(x-42+(y-3)2 =3x+y-120 
o [+2/(x- 42 +(y-32P =[3x+y-12P + 
o -5x?+3y2 - 6xy + 40x- 44 = 0 
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Exercicios Propostos 


14.5) Uma hipérbole tem eixo real medindo 8 e eixo imaginário medindo 10. 


Calcule: 


a) a distância focal 
b) a excentricidade 


14.6) Uma hipérbole de excentricidade 3 tem eixo imaginário medindo 4. 


Determine: 
a) medida do eixo real 
b) distância focal 


14.7) A medida do eixo real de uma hipérbole equilátera é 20. Calcule a distância 


focal. 


14.8) A hipérbole da figura ao lado tem 
distância focal igual a a! e 
eixo real medindo 8. Determine 
o valor aproximado do ângulo O 
formado por suas assíntotas 
(use a tabela do final do livro). 


14.9) Dê a equação da hipérbole cujos focos são F(-2;-1) e F,(3:1), sabendo 


que seu eixo real mede 3. 

14.10) Verifique a figura representada por cada equação a seguir: 
a) Ide 224 (y-18 -dx-6P (ya 4 
b) IVlx-2Pa(y-1P - dx 6 +(y- 42 5 


o IVix-2P+(y-1P -Jx-62+(y-42 -6 


a lx 40-19" - Ax-o) +(-4) [0 


14.3 - HIPÉRBOLE DE CENTRO NA ORIGEM E FOCOS EM Ox 


Consideremos uma hipérbole cujo centro está na origem do sistema de 


coordenadas e cujos focos estão no eixo Ox. 
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Fig. 14.8 


Temos: 
F(-c,0) e F(c;0) 
Sendo P(x; y) um ponto genérico da hipérbole, vem. 


Ser, =Vix+c)2+y? e dor, = Jx-c)+y? 


Pela definição de hipérbole: |5pr - ôpr, |= 2a. 


Assim: 


o dlx+o2+y? = Jx-c)eyi +20 
e ltx+c2+y?P=[Vx-c)+y+22P o 
o (x+cP+y?=(x-c)+ 
+y?+4adix-c) sy? +43) 6 
o tay(x-c)Z+y? =cx-a? e 
o [talix-c2+yºP=[cex-aP o 
o(c-ax-a?y?=ac? a! o 
o (cí - a?)x? - a?y? = aí(c? a?) o» 
Y Eae 

2 b? 

ob?x?- a?y? = ab? 


Dividindo todos os termos desta última equação por a?b?, obtemos: 
2 


e sl 
Sw: (14.2) 
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que é a equação reduzida da hi- 


y 
pérbole. Fá 
" / 
Exemplo We 
e 
Para a hipérbole da figura ao VAR. 
lado temos: ei 12 
a=9e c=12 N 
Como c?=a?+h? vem: Fá A 
b?=c?.a?=122-9º-63 Ed RA 
donde: b=/63-3/7. 
x2 y? RE y? 
À equação reduzida dessa hipérbole é E = 5, ISIO UR 63 =1.Se 


eliminarmos os denominadores, obteremos a equação: 


7x2 -9y? -567=0 


14.4 - HIPÉRBOLE DE CENTRO NA ORIGEM E FOCOS EM Oy 


Consideremos uma hipérbole 
cujo centro na origem do sistema de 
coordenadas e cujos focos estão no 
eixo Oy. Para oblermos sua equação 
podemos aproveitar a discussão do 
item anterior, permutando as variáveis 
x e y. Assim, neste caso, a equação 
reduzida da hipérbole é: 


2 2 
Y X 
L-l=1| (143 
AS: (14.3) 


Exemplo 


Para a hipérbole da figura ao 
lado temos c=8 e a=6. Portanto: 
b?=c?.a?=8º-62=28 
Essa hipérbole tem equação reduzida: 


9 
vo x 
- A o 
a b 
2 2 
ou dista 
36 28 
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Se eliminarmos os denominadores obteremos a equação: 


7y? -9y? -252=0 


Exercícios Resolvidos 


14.11) Uma hipérbole tem equação 5x? - 4y? - 80 = O. Dê a equação reduzida e as 
equações, das assintotas 


Solução 


2 
5x? ay? 80 xy. 
Bia 2a E dee 2 — — ema o di 18 À 
5x —-4yé -8B0=0 > 5xº —- dy Ea 80 80º 16 20 


Obtivemos uma equação reduzida que 
tem a forma da equação 14.2. Portanto 
trata-se de uma hipérbole com centro 
na origem, focos no eixo Ox, tal que 


a?-=18 e b2=20 
donde: a:-d4e b = 20 = 245 


Assim: cº?=a?.,.b? -16+20- 36 
ou: c=6 


As assintotas passam pela origem e portanto devem ter equação do 
tipo 
y=mx 
Uma das assíntotas tem coeficiente angular 
.b 2/5 5 
p. 4 2 


1 


e a outra tem coeficiente angular 


-D -2/5 5 


,E— Es — — 


a 4 2 
As equações das assintotas são portanto: 
45 -45 
— x e =>" 
e ds: 


14.12)Dê a equação reduzida e as equações das assintotas da hipérbole de 
equação 16x? -9y? +144=0. 
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Solução 


16x2-9y+144=065 16x? - 9y? 144 16x? 9y? * —144 
A — y+ = o E cu y EE RARE 7 TT aa 
2 2 2 2 
X.y yé x 
ol, =1e 2 -D =1 
-9 16 46 9 


Obtivemos uma equação reduzida que 
lem a forma da equação 14.3. Portanto, 
trala-se de uma hipérbole de centro na 
arigem e focos no eixo Oy, tal que 
a*-16 e b?-9 

donde: a=4 e b=3 
Assim.  c=vVaZsb?=5 

Como as assintotas passam pe- 
la origem, sua equações são do tipo 


Y= mx 


Uma das assintotas tem coeficiente 
angular 


As equações das assintotas são então: 


aa geo 
V=3 y = 3 


Exercicios Propostos 
14.13) De as equações reduzidas das hipérboles desenhadas a seguir: 


a) b) 
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14.19) DE as equações das assintotas das hiperboles do exercício antenar 


14.15) Uma hipérbole tem centro na origem, eixo imaginário med ndo 10. focos ne 


eixo Oy e excentricidade 5. Dé sua equação. 


14.18) Uma hipérbole equilátera tem centra na orngem e focos no eixo Ox. Szbendo 
que a distância focal é B, dê sua equação, 


14,.17)D& a excentricidade de uma hipérbole cujas assintetas tem equações 
y=a Êx 
=+5*. 


14.18) Delermine a excentricidade e as equações das assínlolas das hipêrholes 
cujas equações são dadas a seguir. 
cy 2y2 3x = 6 


a) 5x -4yº -20=0 
d) 12x] -4yº+3=0 


Bb) ue — y2 = d 
14.13) Delermine as interseções da hipérbole de equação = =yº =d coma reta 


de equação x -2y+2=0, 


14.20) Consideremos a hipérbole de equação 2x? -y? =2 e a rela 1 de equação 
e O 


4.5 - EQUAÇÃO DA HIPÉRBOLE COM EIXO REAL HORIZONTAL 
y 


Consideremos uma hipérbole 
de eixo real horizontal e centro 
Cí(xe: yc). Para oblermos sua equa- 
ção podemas adotar a sistema de 
coordenadas xCy como mostra a 
figura 14.15. De acordo com o que 
vimos no ilem 14.3, a equação da 
hipérbole em relação ao sistema x Cy 
Ê: 


hãas" x =x-K € yo=y-ye 
Fig. 14.70 


Substituindo em (lj cblemos: 


:. 2 ge 2 
e-nof tr yo) | iii 


que é a equação reduzida da hipérbole, em relação ao sistema xOy. 
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14.6 - EQUAÇÃO DA HIPÉRBOLE COM EIXO REAL VERTICAL 


Consideremos uma hipérbole de ei- 
xo real vertical e centro C(xe. yç). Pa- 
ra oblermos sua equação podemos a- 
proveitar o resultado do item anterior, 


permulando as variáveis x e y. Assim 
obtemos; 


me 
N 


eo e 
0) 


ERR E: 
W-yoÊ G-xÊ A] (45) 
a (8) 


Fig. 14.11 


Exercícios Resolvidos 


14.21)Uma hipérbole de eixo real horizontal e centro C(9;7) tem eixo imaginário 
medindo 2b = 4 e eixo real medindo 2a = 8. Obtenha 
a) equação da hipérhale 
b) equação das assintotas da hipérbole 


Solução 


= =4 
a) Temos: j2a posa 


Lb=4b=2 


A hipérbole te eixo horizontal; 
Partanto sua equação é 


(x-xç) V-yo? Wi 


a” b? 
“qu Ar: 
isto é: SS 6 DA 
1 4 
Se desenvalvermos os quadrados e eliminarmos os denominadores, 
abteremos: 


x? -4y? -18x+56y-131=0 


b) As assintotas passam pelo centro C. Portanto, sua equações são da 
forma 


y-Yc=M(x—Xc) 


Isto é: y-7=m(x-9) (tl) 
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Para uma das assinlotas o coeficiente angular é 


b 2/1 
a: 
Para a outra assintola, o coeficiente angular é 
Pe 

E é 


Subslituindo em (li) obtemos as equações das duas essinialas: 
1 1 
-f=>(x-9) e y-7=-—[x-9 
y a tx— 9) Y A 


Uma regra prática para obler as equações das assínictas é fazer q 
seguinte: 

“na equação reduzida 

substiluimos número 1 

do segundo membro 

pelo numero 0º 


No nosso caso, a equação reduzida da hipérbole é 
(x=-9F ty-7Ê, 
16 4 
Assim, as equações das assintolas são dadas por. 


tx-9P É o 


15 E] 
Mas: 


og” ixo = z E Ar: w + 
Red mel Lace e 
18 4 16 4 à 2 


coy-7=25(4-9) 
Obtemos então as assiniolas: 
1 -1 
-FT=-x-9) e y-?P=—(x-9 
y = ie y gu ) 


14.22)Uma hipérbole cujo eixo real é paralelo a um dos eixos coordenados lem 
Equação 


3x]. y?. 6x-4y+2=0 
Delermine sua equação reduzida, 


Solução 


vamos agrupar os lemos da equação dada do seguinte modo: 
(3xº -6x)-(y” + 4y)= -2 
Note que a expressão do primeiro parêntesas ficará quadrado perfeito 


se somasmos 3 e a expressão do segundo parênteses ficará quadrado 
perfeito se somarmos 4. 
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Assim temos: 
(3xº = Ex +3)-(y2 + dy dj=-2+-4 
ou. Mx 1 -(y+2P =-3 
Dividindo tados os termos por —3 chegamos a: 
(x=1)º ; (y+2y co 
—1 3 
2 2 
ap MS OW, 
3 1 
Esla úllima equação é do tipo da equação 14.5, Concluímos que 
Wata-se de uma hipérbole do eixo real vertical, com 0 =3 e bº =1. Isto 
êa-VSeb=1, 


Exercicios Propostos 


14 23/Consideremos uma hipérbole cujo eixo real & horizontal, o eixo imaginário 
mede E, n eixo real mede B e à centro & C(-2, 1). Delemine: 


a) a equação de hipérbole 
b) as eqrações das assinlotas 


14.24] Uma hipérbo'e de centro Ct4; —5) tem eixo reg! medindo 10, eixo imaginário 
medindo à e eixo verlical. Determine: 


a) a equação da hipérbole 
b]) a equação das assintolas 


14.25) Uma hipérbole tem focas F,(-3:0) e F,(5,0). Sabendo que sua excentricidade é 
guala 2, delermine sua equação. 


14 26)Em cada caso a seguir é dada a equação de uma hipérbole de eixo real 


paralelo a um dos eixos coordenados. Determine, em cada caso, a equação 
reduzida. 


a) x -2yº + 6x+444+3=0 
bj) 2x)-3yº -dx-304-B7=0 
14.27)Em cada caso a seguir é dada a equação de uma hipérbole cujo eixo real & 


paralelo a um dos eixos coordenados. Determine as coordenadas do centro 
a dos focos e as equações das assintotas: 


a) 3x! -5y2 46x -12=0 
b) xº-4y?+8y-20=0 
cj 2x) -3yº + 4x1By-7=0 
d) xº-2y?  dx+ dy =0 
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14.7 — EQUAÇÕES PARAMETRICAS 


Consideremos uma hipérbole de 
cenlro na origem e focas no eixo Ox. 
Podemos representar parametricamenlte 
essa hipérbole peias equações: 


x-asect ia É 
vs tg NES 


t !? 
onde O<xt=?7H e Ra 
tzx3In!2 


Fig Mi? 
De fato: 
x? a 
x=asecl->xº=aº secí t= > = sec” | GE) 
a 
y? 
|y=Dtat = yº=bº tg t = Ea E) 
Subiraindo membro a membro as equações (l) e (Il) obtemas: 
2 z 
as Y 2 2 
+-— de= secót-tyt (1) 
a br 


bias, da trigonometria, sabemos que 
sec? t- 1971 =1 


Forianto, a equação [lil) pode ser esenta: 


que É a equação reduzida de uma hiperbote, com centro na grigem e focas em Ox 
Porém, para termos certeza de que as equações 14.6 representam a hipérbole 


“inleira” e não apenas “uma parte”, devemos observar que, pars 0 £l <2r e Ll=— 


3m ) 
elx a temos: 


1º) sec t assume todos os valores reais com exceção do intervalo 1-1: 1[ 
Portanto, a variáve) x dada por 


x=asect -a 0 a 
assume tados 5 valores reais com exceção do intervalo J-a: af. 


2º) tg tassume todas os valores reais. Poranto, a variável y, cada por por 
Yv=btgl 
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também assurme todos os valores reais. 


Pata o caso de uma hipérbole 
com centro na origem e focos no eixo 
Oy, à5 equações paramétlricas são 


x=bigt 
(14,7) 
y=asecl 


Para uma hipérbole de eixo real 
horizonlal & centro Clcri ye) as equa- 
ções paramélricas são: 


fx=bIgt 
ly=a sect 


Se a hipérbole de eixo real 
horzontal e centro C(x,:y-] as equa- 
ções paramétricas são: 


x=xe+btgl 
Y=Yyptraseol 


Fig. 14.15 
Exercicio Resolvido 
14 28)Sendo r um número real qualquer, tal que 
Q<i<2r e tes e a 

dé a equação reduzida da hipérbole cujas equações paramétricas são: 

fx =bsect 

ly=8tgi 

Solução 


2 
x=6seçt= x? = 36sec?t= += = sec*t (1) 
y? 
p=stt > yº = &4 tg't - a to [UA 
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Sublrainda membro a membro as equações (|) e (ll) cbiemos: 


7 2 
ER Y 2 Fj 
Portanio a equação reduzida é >— -— = secól-igt=1. 
Ny 36 64 


Exercicio Proposto 


14.29) Seja | um númera rea! qualquer, tal que: 


3 
Ost<e2n e trata 
2 2 
Dê as equações reduzidas das hipérholes cujas equações paramétnças 
são dadas a seguir: 


4 fx=5sect ê [x=4+6sect 
ly=atgt ly=-2+31g] 
b) fx-2tgt 9) x=-3+4 gt 
ly=7sect ly=1+9sec | 


14.8 —INEQUAÇÕES 


Consideremos uma hipérbole de | y 
eixo real horizontal e centro C cuja e- 
quação reduzida é 


(xP ty-yç? 
a? b? 


Fig. 14.16 


Pode demonstrar que a ineguação 


(X= 5? - cy E 
a? ES 


representa a região do piano situada “entre” os dois «amos da hipérbole (figura 
14.17) e a inequação 
“mw e 
(x Hc) cá ty Yo) > 4 
a b 


Kicjá) 


representa a região do plano sobreada na figura 14.18 


E r 
E) E 
E : o Eis 


Fig. 14.17 Fig. 14.18 


Conclusões análogas valem para uma hipérbole de eixo real vertical. 


Exercício Resolvido 


2 2 
x 
14 30) Rerpesente a região do plano que satisfaz a inequação E ci <1. 


Solução 


WU x 
A equação CE VS representa 
a hipérbole tracejada ao lado. Portanto 
2 2 
a YO x 
a inequação de representa a 


região “entre os dois ramos da hipérbole. 


Exercicios Propostos 


14.31)Em cada caso a seguir, represente a região do plano que satisfaz a 
condição dada. 


(x-3? (y-2) Va 
a) ES ERÊ b) a 9 > 


14.32) Resolva graficamente o sistema: 


2 
ER >1 


4 
| <9 
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Capitulo 


1 5 Cônicas 


+ 


15 - INTRODUÇÃO 


Consideramos uma superficie 
cônica circular reta de duas folhas, de 
vêrtice V, eixo z e ângulo de abertura 
medindo a (figura 15.1). Qualquer 
rela que passa pelo vértice e está 
sobre a superficie cônica, recebe o 
nome de geratriz da superficie 
cônica. Na figura 151 Oasretasres 
são geratrizes. 

Chamamos de seção cônica 
(ou, simplesmente, cônica) a inter 
seção da superficie cônica com um 
plano x qualquer 

Suponhamos inicialmente que 
x não passe pelo vértice. Nesse caso 
pode-se demonstrar que: 


1º) Sen for perpendicular a z, 
a cônica é uma circunferência. 
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2º) Se rm for paralelo a uma 
geratriz, a cônica é uma parábola. 


Fig. 15.3 
3º) Se x cortar apenas uma 
folha da superficie cônica e não for 
paralelo a uma geratriz nem per- 
pendicular ao eixo, a cônica é uma 
elipse. 


Fig. 15.6 


Fig. 15.5 
4º) Se 7 cortar as duas folhas, a cônica será uma hipérbole. 


7 
| 


E, 
$ 
mn 


Í 


ho 


Fig. 15.7 


384 


se a plano x passar pelo vertice, é fácil verificar que a cônica poderá ser: 
1) um ponto (o próprio vértice) 

2” uma rela (uma geratriz) 

3º) duas retas concorrentes (duas geralrizes) 


15.2 = EQUAÇÃO DO SEGUNDO GRAU À DUAS VARIÁVEIS 


Consideremos a equação 


[Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + E = À] (15.1) 


onde à, B,C,D,E e F são números reais. Consideremos ainda os números G, He 
| dados por: 


A Ci2 Di2 
G=|C12 B Ei2||H=44B-Cºel-=A+B 
Di?  E/2 F 


Dependendo dos valores de 6, He | a equação 15.1 pode represenlar uma 
circunferência, uma elipse, uma hipérbole, uma parábola, duas retas, um ponto ou, 
ainda, o conjunto vazio. 

Lamos a seguir (sem demonstração ) a realção dos caso possiveis: 


19 |s=ol 


Neste caso a equação representa duas retas OU um panto ou o conjunto 
vazio. 


29 [80 JelH>0 Je[oc1<o | 
Neste caso, em geral, teremps uma elipse. Porém, se 
A-BeC-0 
Teremos uma circunferência. 
E— E — T———— 
39 [BD jelH=0 |ej651<0 | 
À equação representa O conjunto vazio. 
4º) G=z0 le [H=0 ] 
Neste caso a equação representa uma parábola. 
59 [6+0 e[H<0] 


À equação representa uma hipérbole. 


15.1) Verifique que figura representa a equação 


5x] + 8y7-4xy-18x+9=0 
Solução 


Aqui lemos: 
A=5B-8C=-4D=-18,E=0eF=9 
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15.2) 


15.3) 


SBa 


Assim: 


A C/2  Ds2 E cvaê Sá] 
G=|]C/2 B E/2 |=|-2 8 0|--324 
D'2 Es42 F -9 5) E] 


H=4AB-C?=4(5)(B)-(-4))= 144 
I=-A+B-=-5+8-=13 
G |=(-324)(13)<0 
Vemos então que: 
G:0H>0 2 G I<0 
Portanto trata-se de uma elipse. 


Mostre que à equação 
2xº -3xy- 242 +5x+5y-3=0 


(epresenta duas retas. 


Solução 
Antes de resolver esle problema devemos lembrar-nos de que já 


resolvemos problemas semelhantes no capituio à. | 
Vamos agrupar os termos da equação dada no seguinte modo: 


A=(5-3yP -4(2) (5y-2y2 -3) = 25y'-70y+49= [5y-7P 
Assim, as raizes da equação são dadas por: 
me —5 + ay t(ay-?) 
d 
-—y + 1 


isto &: x =2y-3 ex" = 


Lembrando que lax? +bx+c = aix—x ix x") 

temos: 

2x] + [5-ay)x+(5x+5y-3=05(x-2y+3](2x+y-1])=006 
es x-2y+3=00u2Zx+y-1=0 

Forianto. a equação dada representa as relas de equações 

x-2y+3=D e 2x+y-1=0D. 

Netermine o valor de k de mode que a equação 


2x] -6yº -xy+7x+ky-4=0 
representa duas relas. 
Solução 

Agrupemaos os termos da equação do seguinte modo: 


2x2 +(7-y)x +(ky-6y?-4)=0 


onde estamos mlerpretando x como vanável. O discriminante dessa equa- 
ção é 


A=(T-yP-A4(D)ky- By] -4)=40y? -(8k+14)y+81 


Para que possamos efetuar a faloração e assim oblermos duas retas, 
é necessário que A seja quadrado perfeito e para que Isso ocorra, devemos 
impor que o discriminante A' da expressão A seja nulo. 


A'=[-(Bk+ 14] —4(49H48N =D 
Desenvolvendo as operações e simplificando, chegamos na equação 
2KÉ + Pk = 490 =0Q 


cujas raizes são k'= 14 e Kº- su 


Portanto, para que a equação dada represente duas retas, devemos 


ler Sa au v=2 


Exercícios Propostas 


144) Verifique qual é a figura representada por cada uma das equações abaixo: 
a) dx? +y? -axy-22x-4y+ 49-00) 5x? -3yº + 6xy - 40x + 44=0 
b) 4x + dy? -24x+44y+33=0 e) 2x2 +y? +2xy+6x+4y+6-0 
cj 3x] +3yº -2xy + 4x— 4y + 20=0 


155) Determine o valor de k de modo que à equação 
xº- 2y2 -xy+5x-y+k=0 
represente duas retas. 


15.3 - EXCENTRICIDADE E RETA DIRETRIZ 


Corsiderernos num plana q uma 
rela d e um ponto F não pertencente a [mi 
d Consideremos a seguir a figura for- RS 
mada por tados os pontos P do plano x 
lais que 


TS. 


ande k É um número real posilivo. d 
Fig. 15.8 
Conforme q que estudamos no capitulo 12, sabemos que se k= 1 a figura é 
uma parábnla,. 


Pode-se demonsirar que: 
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1º) Se 0<k<1 afigura é uma elipse cuja excentricidade e é igual á 
constante k, o ponto F é um dos focos e a distância entre o € da elpse e à 


a cxifénia 
reta d é iguala — . A reta d é chamada de diretriz da elipse 
e 


Fig 15.9 " pi : 
2º) Se k>1 a figura é uma hipérbole cuja excentricidade e é igual à 


constante k, o ponto F é um dos focos e a distância entre o centro C da 


a , ii 
hipérbole e a reta d é igual a —.A reta d é chamada de diretriz da 
e 


hipérbole. 


Fig. 15.10 

Vemos portanto que é possivel definir tanto a parábola, como 3 
elipse, como a hipérbole, usando a penas um foco e uma reta diretriz, 
através da equação 15.2, onde a constante k é excentricidade da figura. 


Podemos então dizer que: 
“a excentricidade da parábola é iguala 1º 


Devemos ainda observar que tanto a elipse como a hipérbole tém 
duas diretrizes (figuras 15.11 e 15.12) enquanto qua a parábola tem apenas 


uma. 


Fig. 15.11 
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EM 
e e 


Fig 15.12 
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Capitulo | 


1 6! Lugares Geométricos 
e, 


16.1- INTRODUÇÃO 


Dado um plano a, a expressão “lugar geométrico” significa qualquer 
“subconjunto de a”. 

Assim, 

ajuma reta de q 

bjo plano « 

c)jo conjunto vazio 
são exemplos de lugares geométricos. 

Note que neste capitulo estamos fazendo uma pequena modificação em 
nossa linguagem. Por exemplo, num plano a, ao definirmos circunferência 
dissemos que esta é o conjunto dos pontos que estão a uma distância d (com 
d>0) de um ponto C dado; diremos agora que circunferência é o lugar 
geométrico dos pontos de a que estão a uma distância d (d > 0) de um ponto 
dado C. 


Vejamos outros exemplos: 


a) Dados, num plano a, dois E 
pontos distintos A e B, a 
mediatriz do segmento AB é 
o lugar geométrico dos 
pontos do plano a que 
equidistam de Ae B. A B 


b) Uma elipse é o lugar geo- E 
métrico dos pontos de um 
plano au cuja soma das dis- 
tancias a dois pontos dis- 
tintos F, e F; (pertencetes a 
q) é uma constante k tal que 
k > dr, 
ôpe, ii ôpr= cte 
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Cc) à região sombreada da figura ao | 
lado & o lugar lugar geométrico 
dos pontos Pix, y) do plana 
cartesiano que salisfazem a rcela- 
ção —Jzx<ê2. 
2 x 


dj) O jugar geométrico dos ponios do 
plano carlesiana que salisfazem a 


equação vy=log,x é a conjunto 
dos pontos que compõe a curva da 
figura ão lado, 


Fu ciscavemienas 


e) 0 lugar geoméfrico dos pontos do 
plana carlesiano que satisfazem a 
equação x] +y? =0 é constituido 
apenas pela origem O do sistema s 
ix=0 e y=0) 


f) O fugar geométrico dos pontos do plano cartesiano que possuem à 
soma dos quadrados de sua coordenadas iguale -5 & o conjunto vazio. 


fox; vox + yê =-S|= O 


46.2 - DESCRIÇÃO DE UM LUGAR GEOMÉTRICO 


De um modo geral, o lipo de problema que iremos agora enfrentar tem q 
seguinte enunciado: 


“Determine o lugar genérico do pontos do piano 
cartesiano que satisfazem a condição: ...” 
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A grande variedade de curvas e regiões existentes na Geometria Analítica, e 
que podemos encontrar ao resolver tal problema, nos faz tomar uma posição 
cautelosa diante da questão de descrever o lugar geométrico obtido: o conjunto de 
pontos (a equação, a relação) que acharmos ao equacionar o problema 
corresponderá a um figura sempre identificável com os nossos conhecimentos? 
Por outro lado, a uma figura dada qualquer, é sempre possível associarmos uma 
equação como f(x; y) = O ou umd desigualdade como f(x; y) >0? 

E evidente que a resposta a essas perguntas é * não, nem sempre”. Por 
isso, o leitor perceberá que, ao darmos a solução de um problema, descreveremos 
em alguns casos (sempre que é possivel) o lugar geométrico obtido 
detalhadamente: sua equação (ou desigualdade), o nome da curva (ou região) e 
seus elementos principais; em outros caso, consideraremos satisfatório fornecer 
apenas uma relação ou até mesmo uma figura. Os exercícios resolvidos a seguir 
lornam mais clara essas situações. 


Exercícios Resolvidos 


16.1) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano cujo quadrado 
das suas distâncias ao ponto A(1. 2) é igual ao triplo do quadrado das suas 
distâncias ao ponto B(-3; 0). 


Solução 
Seja P(x: y) um ponto qualquer do lugar procurado. Devemos, então 
ter: 
2 :2 
dpa =3 Sep 
Assim: 


(xP et) =afx+ 370) o 


o x -2x+1+y2 -4y+4=3%x]+6x+9+y?) 
Reduzindo e simplificando esta última igualdade, obtemos a equação 
x2+y2+10x+2y+11=0 
Logo, o lugar geométrico é o conjunto dos pontos P(x: y) que 
satisfazem essa equação, ou seja, é a circunferência de centro (-5; —1) e 
raio 15. 
16.2) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano cuja distância 
a reta (r) de equação 12x -5y = 0 é 1. 


Solução 


Seja P(X; Y) um ponto qualquer do lugar procurado. Devemos, então, 
ter: 


P dpr =1 
4 Assim: 


12X -5Y 
—=——=— [= 1 os 


dare 
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12X —-5Y 
O —-—— 
13 
Logo, o lugar geométrico é o conjunto dos pontos Pix. y) que 
satisfazem a equação 12x-5y+13=0 ou a equação 12x-5y-13-00c 
seja. é a união de duas retas, paralelas à reta dada, traçadas à distância LR 


=2:16512X-5Y-13=0 ou 12X-5Y +13=0 


r 


1 


18.3) Um ponto se move de modo que a sua distância à reta (r) de equação 
y-8=0 é o dobro de sua distância ao ponto A(O; 2). Determine o lugar 
geométrico descrito pelo ponto. 


Solução 
Y e 
Is r 
; Seja P(x; y) um ponto qualquer 
do lugar. Devemos, então, ter. 
P 2 dps E 20pa 
é [dps =|y-8| 
ê m 
| dos = Try 27 
Assim: 


|y-8B-2/2+(y-2P o(y-8P=4(x02+y?-4y+9) 
Reduzindo e simplificando esta última igualdade, obtemos a equação 
4x? +3y? -48=0 
que pode iambém ser escrita coma 


2 2 
ENE SAR 
i2 16 
Logo, o lugar geométrico descrito pelo ponto P é a conjunta 
2 2 
dos pontos que satisfazem a equação tie! ou seja, é uma eli- 
x? 2 - 
pse. Comparando com a equação a Li =1, temos a =4, b=243 e 
a 


cevVa?-b2-2. Temos, portanto, a elipse de focos F(O—-2) e 


164) Dados os pontos A(-2: -2). determine o lugar geométrico descrito por um 
ponto P que se “move” de modo que o coeficiente angular da reta r = AP, 
acrescido de duas unidades, é igual ao coeficiente angular da reta s = BP. 


Solução 


Sejam (x.y) as coordena- 
das genéricas do ponto P. 

Os coeficientes angulares de 
res são: 


o REP bad 
Ax (-2) 
e 
m = VÊ (6) 
á x x-6 
PAR dead 
x-6 
Reduzindo e simplificando essa igualdade, obtemos a equação 
1.2 
=—xÍ-3 
há 4 


Comparando-a com oc trinômio do 2º grau y= ax? + bx+c, 
sabemos que essa equação representa uma parábola. 


O seu vértice é Veio) isto é, V(0;-3) Mas, lembrando 
a a 
que x+-2e x=x6, vemos que os pontos (-2;-2)= À e (6.6)-=B dessa 


parábola não devem ser aceitos. 
Assim, o lugar geométrico procurado é a parábola da figura: 


y |. 
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16.5) São dados os pontos B(-2:0) e C(3;0) O vértice A do triângulo ABC está 
sobre a reta (r) de equação 5x-6y +30 = O. Determine o lugar geomérco 
descrito pelo baricentro do triângulo ABC quando o vériice A “percone' a 
rela (r). 

Seja A(a: p) Como À deve 

percorrer (r), suas coordenadas a e À 

devem variar satisfazendo sempre à 


equação de (r): 
50? +9pº -225=0 [) 
As coordenadas de B são 
xn=8(pois Bene yg=Yá =filpos 
a rela AB é paralela a x). Então B (8: 


Solução 


B). 
ERA. “oa, gal APPA! SA a de PA (11) 
3 3 3 
YR EID AVE (as nd e BHORO -b (UI) 
Ee 3 a Seria 


5 
Se lembrarmos que « =-6 e Bx0, temos também x* E Cad U 


seja, o ponto G(- a: 0) não deve ser aceito no lugar. 
á 3 


Para obtermos a relação entre x e y, isto é a equação do lugar 
descrito por G, devemos eliminar q e B. 
Das equações (Il) e (Ill), obtemos: 


a=3x-1e B=3y 
Substituindo em (|). vem: 
5(3x-1)-6(3y)+390=0 
Simplificando, temos a equação 
15x-18y+25=0 
Logo, o iugar geométrico descrito pelo baricentro G do triângulo ABC 
é uma rela paralela a r, com exceção de um de seus pantos. (-5:0) Veja a 


figura: 


PDV OCSAS camas  mnsanaas: pa 
i 15x-18y+25=0 ; 


EE 5 | 
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166] Considere a elipse (E) e a reta (r) de equações 25x) +9yº -225-=0 e 
x-8=0. Por umponto À qualguer de (E) traça-se uma reta, paralela ao 
eixo x, que intercepia (r) no ponto B. Determine o lugar geométrico descrilo 
pelo panto médio do segmento AB quando A “percorre” a elipse (E). 


Solução 


Seja A(c: E) um ponto qualquer 
da elipse Como À deve percorré-la, 
suas coordenadas « e P devem variar 
satisfazendo sempre a equação de 
(E): 

25nº +9pº -225-0 (1) 

às coordenadas de E são 
Xa=ê (pois Berne ya=B (pais a 
reta AB E paralela a x 1. Então Bí8; [3 


Consideremos agora, Mtx:; y) um ponto qualquer do lugar geométrico 
procurado Como M é médio de dE, temos: 


Xp + a+ê 


EM) 


a ps 
vatYa B+B 
ly- sy =y=b Et) 


Para obtermos a equação do lugar, devemos relacionar x e y. Assim, 
das equações (Il) e (Il), obtemos 


ua=2x-Beb=y 
que substituido em (1), nos dá: 
25(2x- 8) +9y/225=06 252(x—- 4) + 9yº -225=-0 <> 
é 100(x- 4] + 9y7-225=0 
Essa última igualdade, dvidida por 225, nos dá a equação: 
(xa + Ea = 1 
E 25 
d 


Comparando-a com a equação 


2 Z 
ea MS 
b? o sa 
Indentificamos uma elpse com centro no ponto [xa xo) = (4 0) e eixo maior 


(ea = 10) paralelo ao eixo y. Como 


c=va'-t? = os -3. 


à excentricidade é 


SI? 


18.7) São dados os pontos A(-1,0] e B(1:0). Determine o lugar geomélnca dos 
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pontos cujo produto das dislâncias aos pontos A e E é iguala 1 


Salução 


Seja P(x; y) um ponto qualquer do lugar procurado. Devemas ter: 
deu Spa =1 

Assim: 
Voa ay? Jo ytayi=1 

Elevando ao quadrado e desenvolvendo: 

[x + ey ix +y7]=1 

e [lxrx-DP+rix 2x Ny eço 2x ya yi=1 
> xº-2x241+x2y? +27" + y axiy? Day? pyleyt = 

Reduzinda e ordenando, enconlramos a equação 

xs yi + 2x2y? 2x2, Dy2 =D ttf) 
Natando que x! yº+2x2y? = (x2+yº), podemos escrever essa 


equação como: 
És y"y 2 -y?)=0 
ou ainda: 

(x2+ y2) = 26xº — y?) 

Como essa equação não faz pare da lista de equações que 
conhecemos e estudamos, não podemos recanhecer a curva que ela 
representa. Consideramos, então, satisfatório dar como resposta que o lugar 
geamétrico procurada é o conjunto des pontos (x: y] que salistazem a 
equação: 

(xt ey = ape y?) 
Observação: É evidente que, se quiserrnos tes idéia da farma dessa curva, 
Podemos tentar construi-la através de “alguns” de seus 


pontos. Para ianto, devemos estar dispostos a enfrentar 
cálculos e trabalhar com númeras nem sempre confortáveis. 


No presente caso, assim procedemos: 


Retomando a equação (1): 
Ma ytr2xiy? 2x2 42420 
úbservamos que, para obler alguns pontos da curva, A cada valor que 


atribuímos a X encontraremos y através da solução de uma equação 
biguadrada. Por 1556, CAMOS escrever tl) na fôrma 


WO 4 Dix a Ny2 a (x! — 2x2) = 0 
É resalvê-la genericamente em relação a yº: 
ternos: alZ(x? + P - gtx! — 2x2) = 4(4xº 41) 


2 f z DEE e 
y2 «de Nd a =-(xº+1)+ Vax2 +41 


Como yº>0, devemos ter 
apenas 


Jax 4 1xx) 41H20) 
dx rizxt+ 20 +1 
ye emedade qm) x*-24 <0 
com dás rx + 1. donde tiramos 


que -/2<x< 2 (veja o quadro ao 
lada) 


Nessas condições, podemos extrair da equação (II) uma tabeia, 
atribuindo valores a x, e em seguida esboçamas o gráfico. 


a Da LE 


+0,45 
*0,35 


0,20 
-0,20 


+0,20 


A curva que obtivemos é conhecida como fermiscata de Bemouili 
Ela foi descrila na obra Acte Eruditorum, de 1960, pelo matemático suiço 
Jacques Bernoulh (1654-1705). 
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16.8) 
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São dados os pontos A(O, 0) e B(-2; 2), e o número real k > 0 Represente 
graficamente o lugar geométrico dos pontos P tais que a razão entre 0s 
quadrados das distâncias de P até A e B é maior ou igual ao quadrado de k 


nos seguintes casos: 


a) k=1 b) k= 2 


Solução 
Sendo (x: y) as coordenadas genéricas do ponto P, devemos ter 
2 
da 2 k?, com P=B(xz-2ey*2) 
ões 
Como 3; é número positivo, podemos escrever 
Spa 2 K2. dep 
Então: 
2 
(Vx2 +yº 2kx+2P+(y-2) o 
o x+y?>k (+ dxr4+y? -Gy+ 4) (KI)? + 
+(k? -1)y2 + 4k?x —- 4k2y + BK2 < 0 (1) 
Vamos estudar o comportamento dessa desigualdade nos dois casos 


pedidos. 
1º caso: k=1 
A desigualdade (l) se escreve 
4x -4y+8<0 
que é equivalente a 
x-y+2<0 


A equação x-y+2 = 0Orepresenta 
uma reta. Em particular, notemos que é a 
mediatriz do segmento AB, pois passa 
pelo ponto (—1; 1) médio de AB e seu 
coeficiente angular é igual a menos o 
inverso do coeficiente angular de AB 
(isto é, são perpendiculares). 

Assim, a representação gráfica do 
lugar x-y+2<0 éa região da figura ao 
lado, da qual excluímos o ponto B(-2: 2) 


pois PzB. 


2º caso: k=/2 
A desigualdade (|) se escreve 
x2+y2+8x-By+16<s0 (Il) 
A equação x? + y? + 8x-8y+16<0 representa uma circunferência 


de centro C(-4; 4) e raio r = 4. 


Assim, a representação gráfica do lugar (ll) é o circulo da figura da 
qual também exciuimos o ponto B: 


x 
16.9) Represente graficamente o lugar geométrico dos pontos P(x; y) para os 
quais a equação ema: 
a -2xa-y2+4=0 


admite duas raizes negativas. 


Solução 


Lembremos que uma equação do 2º grau aq? +ba+c=0 admite 
duas raizes negativas quando estão satisfeitas, simultaneamente, as 
condições 
1)  A=b?-4ac>0 


2º) ER, 
a 


32) p=[>0 
a 


Vamos, então, impor essas condições, observando que, na equação 
dada a=1 b=2x e -y2+44 


1) A200(-2x)-4(-y2+4)2005 4x2+4y2 "1620 


ox]+y)-4>0 


Como a equação x? +y? -4=0 re- 
presenta uma circunferência com 
centro na origem e raio 2, a con- 
dição x2+y?-4>0 representa to- 


do plano com exceção dos pontos 
internos à circunferência. 
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<= x=< O 

Essa condição à satisfeita por 
todos aos pontos do semripiano à 
esquerda do eixo y jeslão excluidos 
os pontos desse eixo). 


É peso 
a 


o -y,4>0 
o yÊ-4<0 es 
oO -day<a? 

Temas então. a faixa do 
piano situada entire as relas y=-2 
E y=2. 
À interseção das três figuras 
nos dá a represenlação gráfica, do 
lugar geométrico: 


Fisc tostisuas -A 


. ee tag 


18.10) Situe no piano cartesiana o lugar geoméirico dos pontos cujas coordenadas 


a 


(x: y) satisfazem o sistema 
Íy-log; x =D 
ly-2?2 <a 


Solução 


vamos resolver separadamente as inequações do sistema 


13 v-log, x20 


Como condição de existência de log, x. devernos ter, sempre, x > 0. 


Isso já limita o nosso trabalho ao semiplana à direita do eixo A 
A equação y -log, x =0, ou seja, y=log,x €& salisfeita pelos pontos 


da curva fogariimica: 


YA =0 Neste gráfico, percebemos que os 
esesceeaaaoseeenod pontos que satisfazem a condição 

(5 nada gaia y-log;x>0, Isto é y>log;x, são 

y = logax —|--......... nn... todos aqueles que estão acima da 
teescacnaam curva. Para cada x que fixarmos, a 


ordenada y de um ponto acima da 
curva é maior que a ordenada log, x 


de um ponto da curva (veja o exemplo 
do ponto P da figura). 


da |-ecescenaanoa 


Assim, podemos representar a 4 [rrimmencececeeaceecareececierios 
condição y-log,xz0 como na 
figura (l) ao lado: é a região 
delimitada pelo eixo y e pela curva 


logaritmica, excluidos os pontos 
do eixo y. 


| 
O) 


2) gy gl 


A equação y-2* =0, ou seja, y=2” é satisfeita pelos pontos da 
curva exponencial: 


Neste gráfico percebemos que 
os pontos satisfazem a condição 
y-2*<0, isto é y<2*, são todos a- 
queles situados abaixo da curva. Para 
cada x que fixarmos, a ordenada y de 
um ponto abaixo da curva é menor que 
a ordenada 2” de um ponto da curva 
(veja o exemplo do ponto P' da figura). 


2 


403 


Assim, podemos representar a 
condição y-2”*<0 como da figura 
(ll) ao lado: é a região limitada supe- 
rirormente pela curva exponencial. 


Finalmente, obtemos a repre- 
sentação gráfica dos pontos que as- 
tisfazem o sistema dado estabelecendo 
a interseção entre as figuras (!) e (Il): 


16.11) Para todo número a real, indica-se pelo simbolo [a] o maior inteiro que não 


supera a. (Veja vol. | desta coleção, página 235.) 
Situe, então, no plano cartesiano, o lugar geométrico dos pontos (x; y) que 


satisfazem simultaneamente as inequações 


fy > [x] 
bx>0y] 


Solução 


A exemplo do que fizemos no exercício anterior, vamos representar 
graficamente cada uma das condições: 


19 y2b] 
Tomando para x alguns intervalos, obtemos os correspondentes 


valores de y. Temos, então, a tabela e a figura seguintes: 
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-Ssx<-2>[x)=-3=>y2-3 
-2sx<-1=>[x)=-2>y2-2 
-Isx< 0=[x])=-1=>y2-1 


05 *< 1=»[pdj= 0=y à O 
is x<2>[bj= 15y 3 1 
28 x<3>[x])= 2>y à 2 r 
Is x<cs>(x= 35y > 3 


Exercicios Propostos 


16 12) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano cuja razão 
entre suas distâncias aos pontos A(2; 4) e B(O; 2) seja r, nos seguintes 
casos: 


a) 1=1 b) r=43 


16.13) Descreva o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano que equidistam 
das retas de equações 2x-3y +6=0 e 2x-3y+2=0. 


16.14) Mostre que o lugar geométrico dos pontos que equúidistam das retas (r) e (s) 
de equações ax+by+k,=0 e ax+by+k,=0 (onde a e b não são 


; E ki+k, 
simultaneamente nulos e k, = k, ), é a reta de equação ax+by pd 2 = Q 
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16.15] Determine o lugar geométrico dos pontos de plano cartesiano cuja distância 
à reta de equação 7x-24y =0Q é 5 unidades. 


16.17) Determine o lugar geométrico descrito por um ponto do plano cartesiano que 
se “move” de mado que o quadrado da sua distância à origem é igual ao 
dobro de sua distância ao eixa das ardenanas. 


16 18) Determine a lugar geomélrico descrito par um ponto do plano cartesiano que 
se “move” de modo que a melage do quadrado de sua distância à ongem E 
igual à soma das suas distâncias aos eixos coordenados. 


18.19) Um ponto se movimenta no plano cartesiano de modo que a sua distância à 
reta de equação x-6=0 é iguala 2 vezes a sua distância a0 ponto 
A(3;0). Qual o lugar geométrico “descrito” por esse ponlo? 


18.20)Um ponto P se move no plano cartesiano de modo que sua distância do 
ponto A(-16:0) é o dobro da sua distância à reta de equação x+4=0 


Determine q lugar geométrico “descrito” por F. 


16.21) Dados às pontos A(G; 0) e P(1:12), determine o lugar geométrico dos pontas 
P tais que o coeficiente angular da reta AP, acrescido de 4 unidades, é qual 
au coeficiente angular da reta BF 

22) Determine a equação do lugar geométrico dos centros das circunferências 
que passam pelo ponto A(-2:0) e são tangentes à reta de equação 
x-y = 0. Que figura represenla a equação oblida? 


16.23) Um ponto P se mave de modo que os segmenlos tangentes à circunferência 
de equação xº + y?-4x-5=0 traçados por P, têm comprimento igual à d 
Determine o lugar geométrico “descrito” por P. 


16.24) Determine a equação do lugar geométrico das inlerseções das retas de 
equações 2x+3y+k=D e 4x-By+rk-3=D0 Ke 


16.25) Qual a lugar geométrica dos centros das circunferências de equação: 
a) xº+yº-2mx-2(3m-1)y-5=0? 
b) xº+y?-Z2tm-3)-(mê-4)y-13=07 

16.26) Um segmento de reta, de comprimento igual a & unidades, desloca-se no 
piano cartesiano de modo que suas extremidades eslejam sempre sobre os 


eixo coordenados. Determine o lugar geométrica "descrito" pelo ponto médio 
do segmento. 


18.27) Sejam A um ponta qualquer da elipse de equação 25xº+ 16y) - 400=0 e 
B(-6,0) Delermine o lugar geométrico “descrito” pelo ponto médio do 
segmento AB quando À “percorre” a elipse, 
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1628)Sã0 dadas a circunferência de equação xº+yº-18=0 e a reta (1) de 


equação y-8=0Q Por um ponto À da circunferência lraça-se uma reta 
paralela ao eixo y oblendo-se, na sua interseção com fr), o ponto E. 


Determine o lugar geométrico “descrito” pelo ponto médio de AR quando À * 
percorre” à circunferência, 


15.28)Um triângulo ABC é tal que: (0/0), B(1,0) e € “desloca-se” no plano de 

mado que o perimetro do triângulo seja, sempre, igual a 4. Nessas 

condições, pede-se determinar: 

a) a equação do lugar geométrico “descrito” pelo ponto CEC. Que figura 
representa essa equação? 

b) a equaçãodo lugar geométrico “descrilo” pelo baricentro do triângulo 
ABC quando É percorre o lugar obtido no item aj. Que figura representa 
essa nova equação? 


2 
16 30) Considere a elipse de equação q =1 (onde a = b > 0), e escolha uma 
a 


das extremidades so seu eixo maigr. Qual à lugar geométrica dos pontos 
médios das cordas dessa elipse lraçadas a partir dessa exiremidade” 
O que aegrre com esse lugar no caso de você escolher a outra exlremidade 


do eixo matar? 
18.31) Delermine o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano pelos quais as 


duas tangenles à circunferência de equação x +yº-18=0 são 
perpendiculares. 


18 32] Represente graficamente o lugar geométrico dos pontas do plano dados 
pelas equações paramétricas, sendo um número real: 


[x=2 seng b) x=1+seng 
g ly=1-4seng y=2+c0s 8 
Ix=5seng 


8) ly=3cos 4 


16.33)Represente graficamente o lugar geométrico dos pontos (X, y) que sa- 
lisfazem as condições: 


a) y-(5720 b) y-logx=0 


16 34)Represente graficamente o lugar geometrico dos pontos (x. y) que sa- 
lisfazem à inaguação 


(y-log, xy-— <O 
3 E 


15.35)Silue, no plano cartesiano, o lugar geométrico dos pontos (x: y) para os 
quais a equação em q 
o? -six-a- 44º +4=0 
não admite raizes reais. 
ao? 


16.38) Situe, no plano cartesiano, o lugar geométrico dos pantos (x: v) para os 
quais A equação em q 
q? -xa-yº+d=0 
admite raizes reais positivas. 


18.37) Situe, no plano cartesiano, à lugar geomékico dos pontos (x, y) pars 05 
quais a equação em a: 
q? —[x—-2y)n — xy +1=0 
admite raizes reais de mesmo sinal. 


16.38) Represente graficamente o complementar do lugar geométrico dos pontos 
Ptx; y) tais que o cosfitiente angular da reta AP seja menor ou igual 20 


.e— e 


inverso do coeficiente angular da reta BP com seu siral lracado São dadas 
AZ -4) e B( 3,4) 
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Exercicios Suplementares 


V1) 


V2 


Va) 


Vá) 


V5) 


v.8) 


V.7) 


V.8) 


v9) 


Num plano w dão-se um ponto P e uma reta d Ped. Qual é o lugar 
geométrico dos pontos Mix; y) de Ped. Qual e o lugar geométrico das 
pontos Mix, y) de q tais que: 


Sup 


MO =-2k.k positivo dado? 
Md 


Seja o sistema cartesiano orlogonal xOy. e no plana cartesiano considera à 
panto P(a;y). For esse ponto traçam-se duas relas, perpendiculares, uma 
das quais encontra o eixa Ox no ponto À e a outra encontra o eixo O! Ou no 
ponto B. Determine o lugar geométrico da projeção do ponto P sobre “AÉ 


Qual & o lugar geométrico os centros dos retângulos inscritos em um 
triângulo dado, um dis lados do retângulo repousando sobre uma lado do 
triangulo? 


O foco Fe a diretriz d de uma parábola são respectivamente. F(M, 2) 
Rd x+y-7=0 Sobre a parábola toma-se o ponto T(2-5). Par T 
lraça-se uma perpendicular à diretriz; à interseção dessas duas relas é D. 
Determine a bissetriz do ângulo ETD e verifique que ela é tangente à 
parábola em T. 


Seja m o coeficiente angular de uma tangente comum ás elipses 


x y? x? 


2 
E=1 e E calcule m* em função dea, b. pe q. 
a b pq 


Oblenha a condição para que a reta y=mx+c seja uma normal à elipse 


x 


4 
Et EIA normal é definida como a reta perpendicular à tangente no 


ponto de langência.) 


Obtenha a condição para que a reta (xemy+n=O seja normal a hipérbole 


Calcule a distância da reta 2x- y-19- 0 à parábola x) - 4x —- 4y+20=0. 


No plano o, considere um sistema cartesiano ortogonal xOy. Determine o 
parâmetro m para que o subconjunto de q; 


(Pts; 9) + 2m5y + my? + 2mx+ 27 4+M+1=0) 


seja uma hipérbole. 
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V.10) Dadas as elipse de equação 1521xº + 225yº = 4225 e a arcunferência 
xº+yº -30x+8y- 48=0, determine a posição dos focos da elipse em 
relação ao circulo determinada pela circunferência. 


No plano q fixa-se em um sistema cartesiano ortogonal. Determine o 


411) 
subconjunto de wu, de pontos P(x: y), tais que: 
| x +yº <B 
O 


——- — ee. > 


& 9 


V. 12) Resolva graficamente a inequação log, (3x— xº —2) <1. 


V 1a) Considere a equação na incógnita a: 
a'-(x+a2+x]-y=0 
Determine no plano cartesiano xOy o lugar geométrico dos pontos Px, y). 
sabendo-se que a equação possui 4 raizes reais distintas. 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


—13 
E ria 


1.6) a) xe=-5 b) xo =0 OU xo = 1 


1.7) =) xa = ou m=5 


bj) -21<x, «<1i 
Cc) x, 5-17 ou x, *23 


mz-1:Ãe B coincidem; m=-1: Ae EB são quaisquer sobre E. 


1.8) 
mn 
2% 
1.9) % = 11 
n 
113) 16-543 1.14) 3 
2) 2 
Ha +X Xe + x 
15) dO E CR e xe E D 
TA XerXão XFX Xe +Xo-Xa —X 
MN = x4 — PE gi Bh SL a: SR DOM CÃs 4 
N— Xy 3 2 z 11) 
Eae E Edi Vi gi AP dc as a O), 
Es 2 ? 
De (lj e (1!) liramos: 
ms = AC +BD 
Ê 
Da modo dánálogo prova-se que Aetto E = ás = 
146 xpe cê! A 
1.23) -22 
33 


au 


129) — 

9 
125) Ga 8 
1.25) x=—9 


1.27) mn= E ne 


128) xo = -5 


d+ 


[a .—s. = E 
 1€ não é médio de AB): x = cab- sobe 


a+b- dr 


1.29) c= 


a+b pá , 
C- 5 “não existe D 


130) Verifique que (ABC) + (ABD) = O, usando as expressões que dão a soma e O 
produto das raizes de uma equação do 2º grau. 


27) 
2.8) as) Qem 
b) PeR 
GABCem gq) aMes! 
ad BD EFeg hn Ee G 
24) a) ordenada aj 
b] abscissa e) 4º 
c) 2º 3º 
3] 1 1 2 
240 =— bj) te -— Cc) -— <t<— 
Va = dig ane. 3 
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414 


0 1 2 Bd 
212) É a união dos dois eixos Ox e Oy. 


2.13) É a união das bissetrizes: a dos quadrantes ímpares e a dos quadrantes pa- 
res, 


2.14) 
a 


) b) c) 


nessomenenDanensaban-masuaconvonm 


-3 


% 
pó 
(ato) 


qacasmcornecn--jancanntunanoar 


215) 


(Os eixos não estão incluídos) 


415 


2.30) 


2.31) 


Esai 


2.33) 
2.34) 
2.35) 


2 36) 


2.37) 


2.38) 
239) 


240) 


141) 


2.42) 


243) 


2.47) 
2.48) 


249) 


2.50) 


416 


5 
(=14;11) 
(40 (3/1) 
Es 

28 + ÃO 
a=ioua=-? 


—2B 
16 


Ja85 
a) retângulo b) acutângulo 


13 


“105 106 
Sou? 


[ta Bje (8/3) 
. OL 
tz -2e (2-5) 


= 
(12; 32) 


“Nus sda 
(5: 1. 651 — 5) 


(-34; 23) 


c) aoblusânguio 


115, 
254) (— > 
) 3! 


255) (-10: 2) 
33 
5 —,— 
6) (5: 3) 
34) a) não b) sim 
35) -3o0u5 
36) (0,-2) 


37) (2:-2) 


38) kz3e kz-1 


a-1 


a 


3.9) Calculamos o determinante D=| -a t-a 


a-2 
e verificamos que D=0 para qualquer ae 


331) 13x+33y+47=0 


3.32) 


a-1 


417 


dedo). (RI É e 1-3,0) 


3.34) a) 4x+9y-38-0 b) 3x-4y-5=0 


3.35) 17x-3y+7=0D 


so) E 
17 


3.37) C=0 


2.38) x+y-11=0 
3.39) (D:>) 


40) a=5 e b=2 


3.41) Em primeiro lugar determinamos a inlerseção das retas de equações 
x+y-d=0e 2x+y-5=0 abtendo o ponto P(1:3) Em segunda subs- 


tituimos as coordenadas de P na equação 
(a-djx+r(1-a)y +2a=0 


concluindo que esta última se tranforma sempre numa setença verdadeira. 
q42) SA <cK<-1 
343) 13x-5y =D 


45, 8? 
3.44 —  — 
ad ” 14) 


345) (715) e (4-1 


3.46) (1,6) 
347) É 
11 


418 


419 


3.49) a) Reuniãodas retas x+y=Q e x-y=0 
b) À origem do sistema de coordenadas 
c) Reunião das retas x+7=0,x-y=0 e da origem do sislema de cost 
denadas. 
d) Rela 3x-y =0 
e) Reunião das ietas 2x+y-3=0 e x-2y+1=0 


3:50) 
b arc 
Mi—: O M id 
(510) a) 
equação de s; dx+(b-c)y-bd=0 
equação de r; dx-ay=0 
Fonta F: e 
a+b-c a+b-c 
b | 
= Ô 1 
* 
| d+ d E e 
2 
ab bd 


12 Eri 
4.5 Es E 
) ! tz ) 10 
1 pe 
4h a = — =s, 5 
) 1 y Td: c) não tem, 
15 5 E 
b  —a Y— — = 
1y — Z d) y 15 * 


azo 


4?) a) m=-5 e n=5 c) m=5 e n=-B 
15 
d)m=-Sen=-5 d) m=D en 
48) a) y=1Ex-12 bd) y= Fixo 
49) a=+3 
410) 4-9; 23) 
416) is da 
À 
417) 9x+44y-32=0 
418) 2) 7x-67428=0 b) x+3y-21=0 


419) 2x-5y-26=0 
4.20) k=2? ou k=5 


421) 2x-3y+6=0 


422) x+y-4-/3=0 


.— + 


— 
4.23) Sejam m, e mo os coeficientes angulares das retas AB e CO, res- 
peclivamente Temos: 


sendo m; = ma temos ABHBC «ss 
De medo análogo prova-se que ADHBG 


124) e, SB a2 8, 
13 13 13 13 
XY x. Y 
as a -+>=1 c=—+ =1 
bio cai Pq 
3 


421 


4.28) 


4.29) 


4.35) 


d2z 


Veia di não existe. 


a) 3x- 4y+12=0 b) 5x+8y+4=0 


xo y = has 
E e 
a) do +40 2 
a) dx+5y-23=0 by y+7=0 
[x=2-1 a fx=3t+2 
E =5t-5 pesa 
5 5 
b) 4 d 
ly=4t+10 
sec 
O ah 
Ut; 3) 


' b+d c+a 
pç. G(=—., 
(5:0) op? 
ptb. He: 8) 

E, é Ergo 


Calcule os coeficientes angulares das retas EF, FG, GH e HE E verrfique 
que: 
Mep=Me E Me =Mer 


57 


a] concorrentes 

b) paralelas 

Cc) concórrentes 
se a = | coincidentes 
sea = 1 paralelas 


5.8) a=-B 
59) kz-2 
[k=4ouk=-1: paralelas 
5140) 2 à 
[k=4 ek +-1: concorrentes 
k = 4: coincidentes 
3.11) ik=-4 paralelas 
ka4ek=-4: concorrentes 
9.12) Supondo inicialmente k+ 2 =0 (istos, k = -2Z) temos: 
2k + 1 
m, =-k+Jem,=- 
da 
m=m, ek +k+1=0 
O discriminante da equação k? +k+1=0 é 4=-3,4<D e portanto a 
equação não tem solução real. Isto signífica que nunca leremos m,=m, € 
portanto as retas são concorrentes Podemos analisar o caso K=-2 
substituindo nas equações dadas. obtendo: 
-x+y-2=0 e -3x-1=0 
que são equações de retas concorrentes. Partanlo, para qualquer Ke as 
relas são concorrentes, 
3.14) d4x-9y+26=0 
515) 3x+2y-7=0 e 4x-y-2=0 
sam) 4 E, 
A RR A 
9.91) al sim b) sim c) não dj não e) sim 
5.92) k=1 


533) 3x+y-4=0 


423 


5.34) 
5.35) 


5.36) 


5.37) 


5 38) 
5.39) 
5.40) 
5.41) 
5.42) 
5.43) 
5.44) 


5.45) 


5.45) 


51) 


5.52) 
5.53) 
5.54) 


5.55) 
5.56) 


5.57] 


424 


4x+3y-18=0 
(-1, 4) 

(2; —1) 

CE. Ê) e (8-3) 
3x-ily-2=0 
áx+3y-21=0 
Rato 

aus 

(-2: 1), (1:73), (45 —1) 
(2: —1) 

Ct-5: —4), D(2:; 2) 


B(—1, 5), C(1,0) 


REA 
Ra A 
1 43 2 1 
a) 5 b) 1 Sia o) es 
8+543 -8 3 
y-2= (858,3) e ed 


dx-?7y-5B=D e x+8y-11=D 
3x -11y-2=0 
y-2=(7+5/2W%x-3) 
x+10y-42=0 


Sx-y+9-D e x+3y-7=0 


5.58) A(311, BIS) 


2.59) x-Iy+1d=0 


560) a) > b) 26 
) E ) 
555) a) 140 b) 29 
5.65) a) tgÃ=-3 b) À = 108º 
tg É =1 Ê = 45º 
gê= 1 G=27º 
2 
5.87) a) gÃ=> b) Ã=27º 
g0=2 B -= 45º 
Ig Ênão existe Car 
5.68) a) Ig Ã - É b) Ã=73º 
Ig B=-13 B= 95º 
6-7 C=57º 
- E -—- bed 
ae = D=135 
Eai 
577) (É:-— 
) G q 


5.78) 5x-By-21=0 

2"9) x-y+250 

5.80) (v2, 4) 

5.85) 5x-12y+k=D ke 

5.86) Um conjunto de retas paralelas de equação y =x+ 2kr, Com Ke 


587) a x+2y+k=0, ke” bj) x+2y+21=0 
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6.6) 


.— 
di 
O 


6.8) 


426 


x+5y-5>0 


2x-y-2>0 


69) 


x-4<0 


6.10) 


427 


e) PY 


6.12) Condição: p=“ <0 (veja exercício 6.11b) 


a 
74) a)(9:-4) e) (=7:-4) 
b) (5,3) d) (0,3) 
7.5) a) 6x+2y+7=0 Cc) x+7=0 
d) y'-15=0 


b) Sx'-y'+450 


428 


7.6) 


729) 


7 1D) 


711) 


811) 


812) 
813) 
814) 
8.15) 


8.16) 


817) 


8.18) 


815) à 


8.20) 


(443 +3)x+ (3/3 -4)y+3=0 


44x'+ 38y'+185 = O 


a) - vo dg eraiyZ tda, pb? 


» 26 
5 
k=176 ou k=-164 

fx+2dy + 111=0 e fx+2dy-284=0 
10x-2y+17+3/26 =0 ou 10x-2y+17-3/26=0 


(4,1) e (7,16) 


dx-dy—-lf=D e dx+dy+6=0 


b) 25 


Seja ABC o triângulo canside- 

rado. Vamos escolher o siste- 

ma de coordenadas de mado que 

a origem coincida com o pon- 
e 

lo médio do lado BC. Fazemos 

então: 


Ata; b), B(-c; 0), C(c; 0) 


Determinamos a equação de r que 
é: 


Px -ay=0 


425 


Em seguida calculamos as distâncias de Be CÁ reta r 
so, = IES) mato] I-bel 
vbl+(ca) da +b? 
olbic)-a(õh]  Tbel 


der Et 
db? + (-ay Va? + b? 
Portanto Sp, = dr, 


821) Ix+2y+6=De Jx+2y -22=0 


12 27 “26 
cm eai Er d) 0 
B.28) a) - b) 130 c) ) 


829) d8x-14y+79=0 6 48x-14y-71=0 


8.30) 48x —-72y+19=0 
8.31) 15x-30v + 22=0 


841) a x-y+6b=-De/x+r7y+d=0 
b) x+(2+47)y+8=0€3x+(2-47)y+4=0 
q x—-Bby=0eêx+y=0 
d) xr y+Z=0ex-by +8=0 
e) 60Bx + 256y + 67 = 0 e 208x — d494y - 33 =0 


342) 112x—-64y-3=0 


843) tn) Zx+5v+3=0 tujcfx+dy+2=0 


844) (-37et-1-3) 


B45) a) Ix+ dy -B=0 ado 
bh) 3x —9y + 78=0 peso 
1 
G) 55) 
47 19 
od) (-—; — 
3( FR 


430 


8.46) 


8.47) 


9.12) 


913) 


9.14) 


915) 
916) 
9.17) 
9.18) 
9.19) 


920) 


921) 


169 118 A 
a) (12:11) 
b)5 


a) 18 b) — 


19 


k=3o0uk=—1 


J2 


17 
a) 10 b) 10 c) 10 


Fazendo A(O; 0) B(b; c) e Cla; 0) 
calculamos as coordenadas do ba- 
ricentro D. 
Obtemos: DEL. S) 

3 3 
Sendo S, S2 e S3 as áreas 
dos triângulos ABD, ACD e BCD, 
respectivamente, após cálculos 
obtemos: 


e Jac] e - lac] e -lacl 
TOPS canião PDA XD, CV PE o ME 
Portanto, S,= S,= Ss 


y=7x-12,0u 
<1+2092  36-402 
=>—>—— x+——————— | ou 
17 17 
=1=2092.  3084:4092 
y — — = 2X + pa, 
17 17 


9.22) (30) ou G: 0) 
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9.23) 


9.24 


9.25) 


9.26) 


9.27) 


9.28 


9.29) 


9.35) 


2.36) 


SF) 


9.38) 
9.39 
9.40) 


3.41) 


432 


ex dy +i=00u2x- Iv +27=b 


560 a Y2B 
23 23 


h2 [Em 


11 


P(4; 5) 


Seja o quadrilátero ABCD, tal que: 
A(O, 0), Bib; c), Ctd; e), Dia; 0) 
Fazendo o pareurso no sentido 
anti-horario, calculamos a area À 
desse quadrilátero obtendo: 


cd+ea-ab 
=) 


Ss 
2 


E 


D x 


Sendo E, F, Ge H os pontos médias dos lados (como mastra a figura), 


temos; 


bc a+d e 
Eloi 5) "3 
a 
2 7) Hs: 0) 

Calculamos a área S' do quadrilátero EFGH, fazendo o percurso no sentido 
anti-horaro, e oblemos: 

 tcdrxea-eb 

S' = DR O 


) 


é) 
: na 
Comparando 1 e Il, concluímos: 5º = E 


10.19)3) x) + yº — 10x — 6y +30 = 0 
bjx] +y' + 4x-8y+10=0 
dx +y +2x-11=0 
dy 9x2 + 9yº -12x—18y—-59=0 
ejxisy) = 64 


10.20)a) CI djer=7 
b) C(-A,)er=6 


ge-iider=s 


ad) C(-2 Jyer=445 
BjC(W Ojer=4. 
| C(G 0) er = J6 


1021)3) não bj sim E) não 


10.22)%k=-1ouk=7 

10.23) x] +y? + 2x — By —113=0 
10.24) x] + y? -2x—14y+21=0 
1025)x] +yi -dx-4y-9=0 
10.26) (x = 12) +(y 11? = 25 


10.27)8) x + +(y— 1 =130U(x-4) +(y-2) =13 
b) (x++y' =29 
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1028) x] +(y-—2) = oe o ay dé = 10 
17 17 
10.29)r = 5 


10.30) (x —- 4) + (y +1)º = 15 


10.31) (x — 3)? Epi =— 


10.32) x] +(y—-1)? =100u(x-2) +(y-5) =10 


10.33) 
a) 


ja) Cl) er=4 n C(Éiner=1 

b) C(-7,0) er =3 g) não é circunferência 
c) C(0;3) er=3 h) não é circunferência 
d) não é circunferência i) não é circunferência 


e) não é circunferência 


0.41) k > —4 
3..2 
D.42) k == +3s+16>0 


243)k=-20,;s=0m=32;n=72t>-52 
2.44) 5k + m + 22 = 0 (neste caso, esta condição já é suficiente) 


145)k=-6m=8Bt=-11 
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10.46) 


10.47) 36x -16y-47=0 


1048)a) 5- 3/2 o 2 
ro dy 342 
10.53)3) fx= 4+7 cosê si 
ly=-5+7 seno 
a) |x = Jô cosg sed 
Luis “6 seng 


10.54)a) x +y! +4x—-8y-5=0 
b) 4x? +4y? 4x +40y+65=0 
x +y'=9 


1055) 
dan 
4 
JA(2;4) 
p(tt ie, 2 2, 
N 3 
10.56) x) +yº = 4 
10.57) q abas 
y=2+2senô 2 
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c) interior 


10,61ja) interior 
d) exlerior 


b) sobre 
10.521 exterior 


10.63) -2 <Kk < 


10.64) k < —1 


10.85) 


, ada 
que To ) 
Ed oo 
Ei « 
“ % 
Pd k 
L É " ] 
f 14 
í + 
,, b 


10.65) y 
AEE mam r =Y5 


Pd 
4 


* 


evepeses?” 


Í 
x 


“Ga 
“u 
- 
=. 


e 
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11.20)a) (1-1) e (2:2) 
b) (01) 
c) Não se cortam. 


11.21)(-3: 0) e (5; 2) 
11.22)(1.0) e (5:0) 
1123)(4; 4) e (-3:-3) 
11.24) ÃO 


1125)3x- dy +9=00u3x-—-dy-31=0 


11.26)a =3 

11. 27)a) tangente b) exterior c) secante 
J5 

11.28)a) zero b) a c) zero 

11.29) 
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y fixo? +(y-1] <9 
ay) 

xt sy? <1 

424 )x+y-1<0 
(2 +Wx-y+1>0 
y<0 


11.30Ja 


11.31) 43 


11.32)a)k=7 quk=-51 
b)-5i<k<? 
c)kc7?ouk<-5 
dj -aisk=<? 
11.33)2x-y+]I=De2x-y-7=0 
11.34) 2x +y =0O ou 2x + 11y +20 = 0 


11.35) 2x —3y —-12=0 
“1.36) Es 
5 


11.37) (x +5/ + (y-3y = 25 

11.3B)c=3 

11.39) x) + (y— B)º = 40 ou x? +(y — 168)" = 25000 
11.40) 3x + dy —-26=0oux+2=0 


11.41) 4x—- 3y +10=00Uy +65 =D 

138 ai 205 
11.42) (x-2P +ly—) =5outx—- DP rty-—P = 
Dix 2 +ty—a) RS qa E Rod 


5 


11.43) [x— ap +(y— 4 =100u (x 5 Hy-5P= 3 


43B 


11.44) (x+ 12 +(y +27 5 e (e iex- 27 = 


11.51)a) exteriores; d= 4106 —5- 3 
b) tangentes externamente; d= 0 
c) tangentes internamente; d=0 
d) secantes d=0 


e) uma é interior à outra; d=9- 345 
f) concêntricas, d = 2 


11.52)a) r=2 c) 2<r<8 
b)r=8 d) O<r<2 


11.23)a) (2,7) e (6,1) 
b) 213 


[(x-22 +y? -4<0 


11.55) a) 
(x=1) +yº =1>0 


(x-2P +y? -4<0 
(x=1" +y?-1>0 
(x-3 +yº-1>0 
y>0 


b) 


1 
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11.56) 


11.57) (x +32 +(y- 1) =45 e (x-9)2 +(y-7) =45 


11.58) (x—-5) +(y-4) =36 e (x—5) +(y—4)º = 196 


12.3)) a) 16x? + 9y? + 24xy + 28x +146y —19=0 


12.4) 


12.5) 
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b) x) +9y? + 6xy —86x +42y+199=0 
c) y? -16x-8y+48=0 

d) 4yº +64x—-12y+73=0 

e) y'-12x=0 

f) xº-4x—6y+43=0 

9) 9x? +18x+24y-103=0 

h) 3x? -28y=0 


a) 25x? + 4yº + 20xy +36x —148y +760=0 
b) 5x+2y-2=0 
—44 139, 
S (39 29" 
a) x) —-10x+10y-30=0 
b) x-5=0 


Ta 
o (65) 


126) a) 4x-5y +14=0 
nb) 5x+4y+38=0 


12.7) à) 4x+3y+11=0 


RE 
bj (si! 
129) a) y=Lx xy 
To 80 
1 
b) y=—58*" a x=-—y 
2 
05) F(-5:0) 
12.10)a) E; A 2 
Vm—-— d X=— 
(d):y a (d):x 3 
f 5 
[=> lo 
b) 1 0) 1 5 
[:y=1 lay:x=-5 
12.119) t=5 b) F(-5:0) 
12 
12.12)a) F(0,15) b) ya: 
12.13) (2;8)e(-112) 
im (tiIe(=1:3) 
12.20)a) VZ;- 2 d) x—-2=0 
b) 2) e) (0:8) 
c) &y+17=0 ty (1:0)e (3/0) 
12.218) Vs) d) 3x-1=0 
b) FG) ey (0-5) 
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c) 12y+55=0 f) não há 


12.22)a) (0:16) b) (4,0) 
1.7 35 
12.23)a) Vis Dera: .! e) Vit Ie Ft) 
b) V(4;-B)eF(4) f) V(3:-4)e Fa 


c) V(0;-6)e F(0;— 4) 
. nm 
d) V(0;6) e F(O; 13) 


12.24)a) (0,3) e (5;8) 
b) (2,3) 
c) não há 


d) Eme 
2 


12.25) 


12.26) (2:3) e (3:6) 


12.27) y=-x? + 4x 


12.28)c=4 
-11 3 
12.31)a) V(—: É qa 
Ja) VÍ E q Cc) x 12 
43 3 
b) F(-—;—) d)y=— 
DK 34 )yY F 
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23 
12.32ja) V(3;1) b) dir 


1 21 
12.36) Parábola de equação x= —y' -y-— 


4 F 


12.37) Arco de parábola, de equação 
x=y-1 para-2<y<2. 


12 38) Arco de parábola de equação 
y= 5% -1 para-22x<2. 


12.41)a) y=3x+y-10 oU y=-—x+2 
b)y=-x ou p= çue4 
Cc) y=-X 
d) x+12y-15=0 ou x-3=0 
12 42)impossivel 
12.43) 5x+7+2=0 
12.46) 


dq4a 


13.6) a) 2455 b) sa 


13.7) a) 40 b) 20/3 


13.8) a) Elipse de focos (6/1) e (8;4), cujo eixo maior mede 7. 
b) Segmento de reta de extremos (2;7) e (6;10) 
c) Conjunta vazio 


13.9) 3x2 +3y? -2xy +4x—4y+20=0 
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y? y? 
13 1a dE 1 
o a "3a 


13.12)a) (3: 0) e (- 13,0) 
b) (0; 17) e (0;- 17) 
c) (V3 0) e(- 439) 
d) (0:1)e (0-1) 


2 2 
sin, Ã=1 
O or 


13.44) E =1 
4 


13.15) gia 
7 
13.16) (0-3) e (4,0) 
13.17) 3x—-By+10=0ex-2=0 


1318-32-04 die 
13.19)x-2y+5=Dex-2y-5=0 


13.22)3) —— =1 


(x- 8) alpes 1 
15 4 
dal PE UI eo 
81 
8 


13.23) - 


e) po oje(E. 0 


f (1:0)e(=1:0) 


9) (ÉS. :0)e ee, 0) 


B- sa (x=3) 


xd ga 
PES O ira 
) 4 g 
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2 
Sa 


2 
13.24) ATI 
9 4 


13.25)a) C(-1;1) 
b) E(-1- V5:)e E, (-1+45;1) 


J2 


e=— 
c) 2 


13.26) C(-2;-1),F(-2;-2),h(-2:0) 


2 2 
13.27) tx-2y +97 = 1 
25 9 


13.30) 
2 na 2 EN 2 A 2 
rasa) ELO a jp Ega O a 
64 25 36 81 
13.34) 
13.35) 
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145) a) 2/41 


14.6) a) Er 


147) 20/2 


14.8) 53º 


14.9) -16x) +5y? +16x+10y —20xy +41=0 


14 10)a) Hipérbole de focos F(2:1)eF,(6;4), 
com eixo real medindo 4 
b) É o conjunto das duas semi-retas 
representadas na figura ao lado. 
c) conjunto vazio 
d) É a mediatriz do segmento F,F>, onde 
F(2/1) e E, (6; 4). 


x y? 
14.13)a) =! 


2 2 
Mas L A =1 
270 25 


14.16) 2x) -2y? -9=0 
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iai 


14.18)a) 


214 


à E 
25 56 
5/6 
=+1— 
b) y=> 12 X 
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= [| 2,45 
a af 
ii y=+/3x 


2+2/7.4+N7, (2-2W47 4-7, 


14.19 
a 3 3 3 3 


14.20) 3x-yv+v7=0e 3x-y- 47 =0 


2 3 
14.23)9) CLA de, RE A 
15 9 4 3 
Z Ts: a 
14.24Ja) a) = 1 b) Ditados 
és 16 2 d 


(xP y? 
14.25) > É =? 
E 


2 ? 3 
14.26)a) tas 0-0, b) yr+5 (x) Re 


2 2 3 
14.27)8) CI OE (-1- 242.0), E (-1+ 242;0ky+ En +1) 
b) CIO; R(-245; DR VS y = + 
o CA E(-1- 45:1; EUaVE: ye 4 2 +1) 


a) CH R(-2-S3mEt+ my c++ 


xe aê (x 4P o ty+2P 
tlá.zô)a) — — > =1 — — — — | 
Ja) 3516 SC 9 
2 E z 4 
Ve sa (= 0 (x) 
b = =7 DD ————=—=—= — 
a “a Ed 


as 


14.32) 


15.4) a) parábola d) hipérbole 
b) circunferência e) conjunto vazia 
c) elipse 

15.5) k=6 


16.12)a) reta de equação x+y— 4 = 0, mediatriz de AB 


b) circunferência de centro (—1;1) e raio J6 
16.13)reta de equação 2x—- 3y + 4= 0, paralela às retas dadas (reta “média”) 


16 14) Seja P(x, y) um ponto qualquer do lugar, então: 


A ax +by +k| ax+by +k, 
pa va! +b? Va sb? 

ax+by+k, =+(ax+by +k,) (1) 
«o ou 

ax+by+k, =-(ax-by+k,) (II) 


A possibilidade (|) não nos convém, pois k, *k, 
À possibilidade (Il) nos dá a equação: 
Z2ax + 2by +(k, +k,)=0 
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Dividindo por 2, vem a equação da reta, conforme a nossa lese: 
k, +k 
axt+by+ 1-2 -=0 
2 
16.15) Reunião de dua retas, paralelas à rela dada, cujas ecuações são 
7x—-24y—-125=0 e 7x-24y+125=0. 


16.16) Reunião das duas retas de equações 6x-5y-6=0 e 10x+3y=0, ambas 
passando pela interseção de (r) e (s). 


16.17) Reunião de duas circunferências 
de centros (-1; 0) e (1; 0), e raio 
4: 
x 


16.18) Reunião de 4 arcos de circun- 


ferências de raio -/2 (conforme a 
figura) com a origem do sistema. 


16 21) Uma parábola, de equação 
y=4x) +8x como mostra a 
figura, excluídos os pontos 
(0,0) e (1:12). 
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18.22) x) +y' -2xy + 8x + 8=0; uma parábola 
18.23) circunferência conçcêntrica à dada: centro (2,0) e raio & 
16 24) 2x-9y-3=0 


16.25)a) rela de equação y=3x—1 


b) parábola de equação y =x! x +5 
16 26Jcircunferência de centro (0,0) e raio 342 


16.27)elipse com centro (-3:0) eixo maior (2a =5) paralelo a y e excentricidade 
2=0,6 


16.28) elipse com centro (0:d) eixo maior (2a=8) paralelo a x, e excentricidade 


J3 
p=—— 


ê 


16.29)a) 8x + 9yº - 8x = 18;uma elipse 


b) 8x +9yº - 8x = O; uma elipse 


. a 
15.30) Escolhida a extremidade (-a; O), temas uma elipse com centro (-5.l, 


maior igual a a e contido em x, e excentricidade igual à da elipse dada. 
Se escolhida a outra extremidade, o centro dessa elipse se desloca para « 


ponto (5:0) ocorrendo, portanto, uma translação do lugar. 
16.31) circunferência de centro (0,0) e raio ad? 


16.32) 


a) b) 


4s1 


c) 


arco da elipse : 


sadia qi O qa =F- 


+ 
Mao = “Ab ré dia 
a a 


b) 


EM 
= 


exdieinisa os pontos do eixo y) 
16.34) 


MR A cor o nei e Ca 16.36) 
h y , 


. H y 
| x2+y2-2x<0; 
cai ad ' A doi os 
Me 
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18.37) 


1 e LL E 
inte 440] 


Cececc cem rasumars 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


11) xq=Sex=if 
ou 
Xa =1Dex,=+11 


12) 


13) 1=10 
14)  (-4;4), (0:12), (8;0) 


4 (di 
39 
o (2) 


.8) (-50/e(7,5) 
28 
Ig 3 — 
EA 5 ) 
110) A(3-3,B(-F13,C(F,— 7) 
1) 3J6x+24y+35=0 
2) (m=-41-m) 


0.3 8x+3y-23=0 


d54 


[1.4) 
11.5) 


116) 


7) 


11.8) 


11.9) 


11.10) 


11.11) 


112) 


11.13) 


JK = dy +15=0 
3x=-5y—-21=0 
1º mado 


Em primeiro lugar, determinamos a interseção das relas de equações 
x-2%y-8=0e3x+y-3=Ooblenda o ponto P(2;-3) Em seguida subs- 
tiluímos as coordenadas de P na equação da terceira reta, obtendo uma 
selença verdadeira para quaisquer valores de a eb. 
2º modo 


Usando a teoria dos sistemas lineares, pode-se demanslrar que a 
condição necessária e suficiente para que as retas de equações 


ax+by +c,=O 
ax+b,y+€, =0 
ax+by+rc, =D 


passem por um mesmo ponto é que 0 delerminante 


a, b, C, 
D=|a, b, Cc, 
à, b, C; 
seja nula. 
Assim, no nosso caso temos: 
1 -2 —8 
D=| 3 1 -3 
a+3b b-a -Sa-3b 
(3,5) 
(1,3) 
E: 
Z— 
| 3! 
a=Beb=-8 
4 
21 
2 


Falorando a expressão “x) — 3x] — 4x +12”, obtemos: 
WB - guto xi(x-3)- dx 3 = (x-3ux —4)=(x— 3x + 2Xx —2) 
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Assim, a equação dada represenla a reunião das relas das equações 
x-3=0D x+2=02ex-2=8. 
8 fi) 
, 3 3 
11.15) (1,1) 


118) —> 


11.17) (4,/3-6:0) ou (443 +6:0) 
11.18) 5x-9y+57=0 


1.18) retângulo 


n20) 43x-3y-5/3=0 
21) J3x+y-5/3=0 


1.22) & 


11.23) paralelas 


do) CE, 
20 o 


25) E 


11.26) 5x +27 +20=00u05x+2y-20=D 
E 


K 
Y x ey 2" 2 


1.27) ou 


x 
y=-2x+8ey 2 + 2 
1.28) adotamos um sistema de coordenadas 
tal que A(O; 0), Bta; 0), C(a; a), DID; a) 
e Eíb: 0). 


tt a 
Equação de DE: y = da 
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Procuramos a interseção de DE com BC obiendo: 


do t 
pt ai 


Equação de CE y= a x—b 
quaçã a gr (de 


i saio 
interseção de AF e CE: Cio io 
+ ab da +D —à 


++ b 
Coeficiente angular da reta BG:m, = — 
a 


Coeficiente angular de DE: m, = = 
E .——+ +. + e 
mim, = -1> BG e DE são perpendiculares 


11.29) Determinamos as projeções de De B sobre AC, obtendo: 

ns Ee E) 

a? +bê al sp 
ob 

RENA a! + pf) 


B(a; Db) 


Os segmentos DF E “BE são perpendiculares a AC “AC [E e portanto são paralelas 
entre si. Portanto, falta apenas demonstrar que DE ê Ya são Paralelas, 


bº 
m, = coeficiente angular de FB = amd A , 
XX d 
b! 
ma = coeficiente angular de DE = Jem Yo 
Xe—*p a 


-—s .—so 


m =m;> FBe DE são paralelos. 


1.30) Dt4;3),E(6;4), F(10,6) 
11.1) 


45? 


1.2) 1: 7e(7;-1) 
NL33) va+b 


Hd) a=loua= nes 
27 


WS) 2ax-2by+a+rb=De2bx+2ay+a-b=0 


H1.6) 13,02 

5 2 
TS E ais tasá 
H.9) zero 


2 ed 
; MED eo? DER RA o E] 
lg 10) pet 2) 


W111) 3x-y-2=Doubx-3y —-2=0 


01.12) 243 


o 


1.13) (1.8) out ES 

FW 14)Façamos: A(0;b), B(-a;0), Clajlje 
P(c; 0). 
Sejam resas relas-—suportes dos 
lados AB e AC, respeclivamente. 
Suas equações são: 
in):bx-ay+ab=0 
(s]:bx+ay -ab=0 


r =" 

Fazemos a sinalização dos semiplanos determinados por res (ver figura). 
És lbc+ab|  bc+ab 1 

P <=] -—— 

dora dora 
8 bc-ab| ab-be 

Ps E 3 

“db? + doi sa? +a* 
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(It) 


DV1) 


IV.2) 


iV,3) 
[4 4) 
4.5) 
Iv.6) 
4.7) 


IV 8) 


14.9) 


“|-ab-ab| Zab 
O dosa dora 


Comparando |, |1 e Ill, concluímos: 


ID) 


dps + dps = dps 
k=douk=-2 
19 
dx + dy" -4x-dy+1=0 


(0: /3), (3,0), (1,0) 
(1 9e(1a 
2.42 

(2; 0) e (6; 0) 

=1 


Gx+7y-1=0e2x+9)y-7=Q 


4.10) 3x-2y+12=0e3x-27-14=0 


122 282 


Vans Sae 


VA) 


v.2) 


circunferência de raio Vk + 2pk 


ecentro (0, p+k) 


x 
Reta de equação =+E=tque passa pelas projeções do ponto P sobre Ox 
a 
e Oy. 
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V.3) 


V.4) 


Vs) 


V.7) 


V.8) 


V.12) 
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Segmento de reta que liga o 
ponto médio de CA e o ponto 
médio de altura BO. 


Equação da parábola: x?-2xy+yº +10x+6y-39=0; equação da per- 


pedincular por Ta d: x-y- 7 = 0; interseção D(7: 0): equação de 


FT:7x+y—9=0;bissetriz do ângulo FTD:3x-y—-11=0. 


qb? 2 PR O) 
= vs) ci(a' +m'b*)=mº(a* -b”) 
a -p 

a? e DE (a* b*) 

é m n? 


Obtenha a equação da tangente paralela à reta dada. Determine o ponto T 
de tangência. A distância de T à reta dada é a resposta (3.45). 


(2 


Ur au na) ma 


Um deles é externo e o outro pertence à circunferência. 


condição de existência:y >0ey x1e1<x<2 


51531290 =2eyº 
á ii Hemánoo 


O<y<1:3x-x]-2>y 


| 
1] 
k 
] 
FI! 
] 
' 
1 
] 
[] 
+ 
+ 


* 
ennnanrninnas ana aranans 
] 


(fronteiras excluídas) 
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